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Avant-propos

La recherche scientifique, utilisant de plus en plus le calcul nhumérique, a été a
l'origine du développement des ordinateurs, elle est aujourd'hui la meilleure
cliente des constructeurs de super-ordinateurs.

Les micro-ordinateurs semblent avoir oublié la noble vocation de leurs parents,
et leur utilisation est aujourd’hui principalement ludique. Cependant, ils sont
la plupart du temps capables d’effectuer avec précision et rapidité toutes sortes
de calculs numériques.

Dans le but d’exploiter ces capacités oubliées, cet ouvrage s‘adresse a tous
ceux qui désirent utiliser leur micro-ordinateur dans un but scientifique, et
poursuit un triple objectif:

o familiariser aux mathématiques les non-spécialistes de facon originale, grace
a des programmes complets, d'une utilisation aisée, permettant une compré-
hension par I'exemple des résultats théoriques,

e permettre aux étudiants d’appliquer sur l'ordinateur les théories qui leur sont
exposées en cours;

e fournir des outils en vue de la réalisation de programmes spécialisés (en
mécanique, en électronique ou en astronomie, par exemple).



Nous avons donc adopté la démarche suivante: la théorie reste qualitative
autant que possible, de maniére a privilégier la compréhension intuitive plutét
que les démonstrations fastidieuses, ce qui explique la place importante
consacrée aux exemples d’‘application, et la présence de deux programmes
utilisant les possibilités graphiques de I'ordinateur.

Tous les chapitres sont indépendants, et peuvent donc étre abordés dans un
ordre quelconque. Chaque chapitre traite d’'un sujet particulier, et les program-
mes qu’il comporte ont été étudiés pour fonctionner simultanément, il est donc
possible de comparer simplement et rapidement différentes méthodes. Pour
chaque sujet, les résultats théoriques indispensables et la méthode de réso-
lution sont tout d‘abord exposés. Viennent ensuite le programme et son utili-
sation. Enfin, de nombreux exemples commentés illustrent les avantages et
les limitations des méthodes étudiées.

Les programmes sont écrits en BASIC standard, ce qui permet dans la plupart
des cas une introduction sans modifications, seuls les programmes graphiques
nécessitent une légere adaptation: les trois fonctions concernées ne portent
pas toujours le méme nom d’'un BASIC a l'autre.

Nous espérons que cet ouvrage atteindra ses objectifs, et vous souhaitons
de nombreuses heures passionnantes avec votre ordinateur.

Vi
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1 Suites - Séries

1. Introduction

Le but du chapitre est le calcul de limites de suites et de séries.

Nous verrons d'abord deux programmes recherchant les limites des suites récur-
rentes (simples et doubles), puis nous examinerons le cas des séries.

Pour utiliser les trois programmes simultanément, il faut remplacer chaque
instruction END par l'instruction GOTO 10@ et ajouter le menu:

100 CLS

110 PRINT TAB( 5):;"SUITES-SERIES": FRINT : FRINT
120 FRINT : PRINT "1- SUITE RECURRENTE"

120 PRINT : PRINT "2~ SUITE RECURRENTE DOUEBLE"
140 FPRINT : FRINT "IZ- SERIE"

150 FRINT ¢ FRINT "4- FIN"

190 FRINT @ PRINT : INFUT "VOTRE CHOIX:";E

200 ON E GOTO 1000, 2000, 3000, 4000

210 GOTO 100

4000 END



L'ensemble nécessite environ 2 Koctets de mémoire.

2. Suite récurrente

a. Principe

On se propose de chercher la limite d'une suite définie par récurrence par:

{un
Uiy g = fluy)

Pour cela, I'ordinateur va calculer les n premiers termes de la suite.

Mais I'examen de la seule valeur u, ne permet aucune conclusion sur la valeur de
la limite; c'est pour cette raison que le programme affiche dix valeurs réparties
entre u, et u,; ces dix valeurs permettent d’apprécier la convergence de la suite.

La relation de récurrence doit étre définie dans le programme & la ligne 1110
sous la forme U = COS(U) pour la relation u,, ; = cos(uy).

Le programme demande ensuite les deux premiers termes u, et u, et le nombre
de termes a calculer.

Pour pouvoir afficher dix valeurs de la suite, le programme arrondit n & la dizaine
supérieure (ainsi, si on demande 937 termes, le programme en calculera 940).

b. Programme

1000 CLS
1010 FRINT TABR( 5);"SUITE RECURRENTE": FRINT : FRINT

1020 PRINT "1- FROGRAMMATION DE LA SUITE": FRINT
1020 FRINT "Z- CALCUL": PRINT

104G PRINT @ INFUT "VOTRE CHOIX:";E: FRINT : PRINT
1050 IF E = 1 THEM LIST 1110: END

106G INFUT "TERME INITIAL UG:";U

1070 INFUT "NOMERE DE TERMES A CALCULER:";N: PRINT
1080 K = INT ((N + Q) / 1)

1090 FOR I =1 TO 10

1160 FOR J = 1 TO N

111e 4 = £08 )



1120 MEXT J

1130 PRINT U

1140 NEXT 1

1150 PRINT @ INFUT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMM

E7:": 1%
1160 IF Z¢ = "0O" THEN 1000
1170 END

c. Exemples commentés

e Exemple 1.

1110 U=/ 2) +4

SUITE RECURRENTE

TERME INITIAL UG:-3
NOMEBRE DE TERMES A CALCULER:ZO

«bbLLELLT
. PR7654712
99954275
L 79928306
29999957

......

nononenanoon

X
0
g
0
0
0

0
0
[us]

o O o

i~

YOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME 7: N
La limite de la suite:
{U03
uk”*r%%—+4

est trouvée de facon exacte: | = 6.



o Exemple 2

1110 U=COSW)

SUITE RECURRENTE

TERME INITIAL UO:2
NOMERE DE TERMES A CALCULER:ZO

610065299
775994613
727634792
. 74256755

. 738019141
. 739410808
. 738983573
L 739113542
L 7IQ073833

. 739087977

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME?:0
SUITE RECURRENTE

TERME INITIAL UO:Z2
NOMERE DE TERMES A CALCULER: 100

. 74867494602
L 739232918
. 739087977
L 739085188
L 7390851724
L 739085174
. 739085134
. 739085134
. 739085134
. 739085134

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME™:N

Dans le premier cas ol seulement trente valeurs sont calculées, 'examen des
résultats ne fournit que la valeur trés approximative | = 0,739.



Dans le second cas ou cent termes sont calculés, on peut affirmer que la limite
de la suite est obtenue avec la précision maximale autorisée par |'ordinateur (a
savoir 1078, et non 109 car le dernier chiffre est sujet aux erreurs numériques).

a. Principe

3. Suite récurrente double

Le programme permet de chercher la limite d'une suite définie par:

{Uo:U1
Uy2 = Flug, g, ug)

Le principe du calcul est identique a celui du programme précédent.

La relation de récurrence doit étre programmée a la ligne 211@. Par exemple:

1
Ugy2 = 2

(Bugyy — uy)

Se€ programmera:

2118 W = (3xV-U)/2

b. Programme

2000

2010

2020
20Z0
2040
2050
2040
2070

2080
2090
2100
2110

2120

CLS

FRINT TAB( 5);"SUITE RECURRENTE DOUBLE": FRINT :
FRINT

FRINT "1- FROGRAMMATION DE LA SUITE": FRINT

FRINT "2- CALCUL'™: FRINT

FRINT : INFUT "VOTRE CHOIX:";E: FRINT : FRINT

IF E =1 THEN LIST Z2110: END

INFUT "TERMES INITIAUX UO,UL:";U,V

INFUT "NOMBRE DE TERMES A CALCULER:";N: FRINT : FRINT

N = INT ({(N + 9) / 1)
FOR I =1 70O 10

FOR J =1 TO N

(Zx V- /2
ViV = W

W
u



2130 NEXT J

2140 FRINT V

2150 NEXT I

2140 FRINT : INFUT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMM

E7:"; 7%
2170 IF Z$ = "O" THEN 2000
2180 END

c. Exemple commenté

2110 W=(3¥V-U) /2

SUITE RECURRENTE DOUELE

TERMES INITIAUX UG,UL1:1,2
NOMBRE DE TERMES A CALCULER:SO

. 76875

L F9027344
. 979946948
. 79999905
. 99999997

Lod ey L B3PI ORI ORIOBD

-r

]

YOULEZ-VDUS REUTILISER LE FROGRAMME?T:N

La suite définie par:
Uug="1,u; =2

1
Uke2 = o (Bu, 1 — Uyl

admet donc | = 3 pour limite.



4, Série

a. Principe

Le but du programme est la détermination d'une valeur approchée de la somme
d'une série (dans le cas ou celle-ci est convergente), c'est-a-dire une valeur
approchée de:

N o
lim 2 Uy = Z Un
n-=n

N-ow n=ng o

m
La méthode consiste a calculer ¥, avec m suffisamment grand.

n=ng

La programmation de l'expression de u, se fera en ligne 311@. Par exemple,
pour:

u,= —
" n

on introduira:
3118 U - 1/N

Il faut ensuite indiquer au programme le nombre m de termes a calculer (qui sera
arrondi a la dizaine supérieure), ainsi que l'indice ny du premier terme.

b. Programme

000 CLS

Z010  PRINT TAE( S)3"SERIE": FRINT : FRINT

020 PRINT "1- PROGRAMMATION DE LA SERIE": FRINT
IZOZ0 0 PRINT "2- CALCUL": PRINT

Z040  PRINT @ INFUT "VOTRE CHOIX:";E: FRINT : FRINT
2030 IF E =1 THEN LIST Z110: END

3060 INFUT "NOMBRE DE TERMES A CALCULER:"iM: FRINT
070 INFUT "INDICE DU FREMIER TERME:";N

I080 M = INT (M + %) / 10):8 = 0O

I090 FOR I =1 70 10

100 FDR J = 1 TOM

1o =1 /N /N




TIZ0 5 =G + UiN = N + 1

T1T0 0 NEXT J

140G FRINT S

TS0 NEXT I

140 FRINT : INFUT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMM
E7:"37%

Z170  IF 73 = "0" THEN 3000

%180  END

c. Exemples commentés

o Exemple 1

2110 U={27 (=N +Z70=N)Y ) /N

SERIE

NOMERE DE TERMES A CALCULER:SO

INDICE DU FREMIER TERME:1
L DPELBET

LDG8RE922

L098510483

LO9BA12ES

L9365 12E9

L9851229

LOP8812279

098451229

LB41229

LOFEH1229

et bt fed b et b et b Bt e

VOULEZ-VDUS REUTILISER LE FRROGRAMMETY:N

1

La somme de la série Y 2"+3°" est In(3) soit approximativement
n 1 n

109861229, ce qui est la valeur donnée par |'ordinateur; la série converge donc
rapidement.



e Exemple 2.

3110 U=1/N/N
SERIE

MOMERE DE TERMES A CALCULER: 100

INDICE DU FPREMIER TERME:1
1.34974677%
1.2946146724
1.61215012
1. 62024294
1062513275

-IE'E"'I
U b

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMMET:0
SERIE

MOMERE DE TERMES A CALCULER:SDOOC

INDICE DU FREMIER TERME:1
1. 64293407
»HAI93456
AAARAT76E
544475419
LA4453415
4450079
544454839
L E445341
LH447 1187
L EAATIAGT

feh P et

[ =

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME™:N

La série étudiée est:

o :
D)
n—=1



Avec 100 termes, il semble que l'on ait trois chiffres significatifs: 1,63.

Avec 5 00@ termes, le " 3" apparait faux: il faut donc rester trés prudent sur le
nombre de chiffres significatifs a retenir.

La conclusion la plus audacieuse que I'on puisse faire est:

S
— ~ 1,644
) 2

n 1

2
La limite exacte est % — 1,644934067...

Contrairement a I'exemple précédent, cette série converge trés lentement.

On pourra vérifier avec le programme que:

Z] 6 945

Ces deux séries convergent beaucoup plus rapidement.

d. Les erreurs

Lorsque I'on se trouve confronté a une suite qui converge lentement, le premier
réflexe consiste a choisir un nombre élevé de termes, 100 @@@ par exemple.

Malheureusement, les erreurs numériques se cumulent et peuvent fausser le
résultat de facon significative.

En effet, l'incertitude de calcul est en général de 10°9: si l'on calcule
100 QOO termes, les erreurs s'ajoutent et l'incertitude totale devient 10 4!

Le choix du nombre de termes m résulte donc d'un compromis entre précision et
vitesse de convergence.

Il peut arriver, mais c’'est un cas extréme, que les erreurs numériques faussent
o1

totalement le résultat. Prenons I'exemple de la série }° — qui est divergente:
n

n=1

elle tend vers + o, mais extrémement lentement.

10



Si on calculait 10 @Q0 @GP termes (calcul en une semaine environ), on obtien-
drait un nombre auquel les termes suivants ne s'ajouteraient pas: en effet, ceux-

ci seraient trop petits par rapport a la somme pour que l'ordinateur puisse les
prendre en compte.

Ainsi, si I'on recalculait la série avec 100 @00 @PQ termes, on obtiendrait le
o1
méme résultat, ce qui tendrait a faire croire que la série > — converge !
n

n 1

11



2 Equations

1. Introduction

La résolution d'équations est d'une importance capitale en mathématiques.

Cependant, on ne peut obtenir le plus souvent que des valeurs approchées des
racines.

Il existe des formules algébriques exactes donnant les racines des équations
polyndmiales de degré inférieur & 5 et le mathématicien Evariste Gallois a
démontré que cette résolution exacte n’était plus possible pour les polyndmes de
degré supérieur ou égal a 5.

La recherche systématique des racines de ces polyndmes peut toutefois étre
effectuée de maniére approchée par la méthode de Bairstow.

Les équations non polyndmiales peuvent également étre résolues gréce a
plusieurs méthodes approchées. Nous en examinerons trois: la méthode des
dichotomies, la méthode des itérations et la méthode de Newton.

Nous verrons enfin une méthode de résolution des systemes d'équations a deux
inconnues.

12



Pour utiliser les huit programmes simultanément, il faut remplacer chaque
instruction END par l'instruction GOTO 10@ et ajouter le menu:

100
110
120
130
140
150
150
170
180
190
2 ] )
210

ere)

v
P

ol

lj

CLE

LS
FRINT T
FE

FRINT
PRINT :
FRINT
FRINT
FRINT

GO0

507TO 100
END

ABC ) "RESOLUTION DTEOUATIONS": FRINT

FRINT
FRINT
FRINT
FRINT
FRINT
FRINT
FRINT
FRINT
FRINT
TNFUT

-
LUk g
.
(e
"4
ne

”\"_-;—-

ner_l
/

”é"‘“

Wy

SECOND DPEGRE"

TROISIEME DEGRE"
GUATRIEME DEGRE"
FOLYNOME QUELCONDUE"
METHODE DES DICHOTOMIES"
METHODE DES ITERATIONS!
MEETHODE DE NEWTON"
SYSTEMES A 2 INCONNUES"
FIN

"WOTRE CHOTIX: "3 E

L'ensemble nécessite environ 7 Koctets de mémoire.

2. Equations du second degré

L'équation a résoudre est:

ax’+bx+c =0

aveca / 0.

a. Résolution théorique

On calcule le discriminant A donné par:

A

b2

— 4dac

Il faut alors distinguer trois cas:

- A < 0: I'éguation n'a pas de racines.

- A

0:

X3

X2

b

2a

I"équation admet une racine double:

13



- A >0: I'équation admet deux racines:

_—b- VA —b+ VA

Xy = ——F—

X1 2a 2a

b. Programme

L'utilisation du programme est tres simple: il suffit d'introduire les trois coeffi-
cients a, b et c.

Le programme cherche alors les racines et affiche les résultats.

1000 CLS

1010 PRINT TAB( 5);"RESOLUTION DE AX“2+BX+C=0": FRINT
: FRINT

1020 INFUT "A A

1020 INFUT "B=";B

o400 INFUT "C C

1050 FRINT

1060 D =B ¥ B -4 x4 XC

1070 IF D < O THEN FRINT "PAS DE SOLUTIONS™

1080 IF D o THEN  FRINT "UNE SOLUTION DOUELE: "; - E

I i

1090 IF D » O THEN FRINT "Xi="3;¢( - B - SOR (D)) / 2/
Ar FRINT "X2=";( - B + S0OR (D)) / 2 / A

1100 FRINT

1119 INFUT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME: "3Z%

1128 IF 2% = "0" THEN 1000

1132 END

c. Exemples commentés

RESDLUTION DE AX " 2+BX+0=0

) I

[RIFE N

FAS DE SOLUTIONE

VOULEZ-VDUS REUTILISER LE FROGRAMME:D
RESOLUTION DE AXTE+BX+0=0

14



o

3 m I
[l O B S

It

UNE SOLUTION DOUBLE: -1

VOULEZ-V0OUS REUTILISER LE FROGRAMME:D
RESOLUTION DE AX"Z+BX+C=0

VOLILEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME:N

Les trois équations proposées font apparaitre les trois résultats possibles.

3. Equations du troisiéme degré

L'équation a résoudre est:

ax>+bx?+cx+d=0 aveca # 0 (1)

a. Résolution théorique

On se ramene tout d'abord a I'équation:

3+ bx2+cx+d =0 (2)
en posant:
b oo 4.d
a a a

On pose ensuite X = x + —Z— ce qui s'écrit encore x = X —% . En remplacant dans

I'équation (2), puis en développant, on aboutit a:

X3+ pX+g=0 (3)

15



avec:

.2 s .
p'c'A% cb +2(£)3,

et a-d - 3

On recherche alors X sous la forme 3/« + 3./p.

En posant arbitrairement o+ 3=—q, et en développant Iexpression
X3+ pX + g =0, on obtient la relation supplémentaire:

_ P)3
ap (B

« et [J sont donc racines de I'équation:

Waiqu (P30 (4)
3
3 2
dont le discriminant vaut A 4p” + 274
27
— Cas ou A est positif ou nul:
Les solutions sont alors:
q + \/K —q — \/K
u 5 et 3 — 5

L'équation (3) admet donc la racine réelle:

X, Wua+3/B
On peut alors montrer, en divisant le polyndme X3 + pX + q par X — 3vua +
3v/B), que les deux autres racines de (3) sont complexes et sont données par:

X, i3Va+i23B
Xy 23 a+id/B X,
1 vV 3

j étant le nombre complexe tel que j® 1 (j  — 5 + ) i).
Dans le cas ou A est nul, ces deux racines sont confondues et valent:
X,
x? fo 2

— Cas ou A est négatif:
On cherche maintenant X sous la forme:

X rcos 0

16



En remplacant dans I'équation (3) et en utilisant la formule:

00839:%00839-# % cos 0

il vient, en posant r= :% :

(V%)\/;:;TB cos30+q=0

Cette équation n‘admet de solutions que si:

3a,. /3 <4
2p —p
ce qui est équivalent a A < O.

Un angle solution de I'équation (5) est alors:

/3

—-p

61:%Arccos|:23—g

Les deux autres solutions sont:

2n
0, =0, + =—
2 1 3
4n
0;=10 —
3 1+3

Les trois solutions de I'équation (3) sont alors:

X-| = T cOs 61
X, = — 0
2 3 COs Y,
4
X5 = — cosf
3 3 3
Récapitulation de la méthode:
On calcule:
b — b c =< d = d
a a a
puis
b2 ol o} b
=c - — —d - == +2(=> )3
p=c 3 a 3

(5)

17



et:

4ap” | 2
A= 55 +q
— SI'A> (0]

L'équation admet une solution réelle:

¥ -3 :Q+,A@+3 *QA\/K

2 2

!
SRy

- SiA=20:

L’équation admet deux solutions:

X, - ;3\/5 -3 (solution double)

Ces deux racines peuvent éventuellement étre égales (cas d'une racine triple).
- SiA<O:

On calcule:

0, ;—Arc cos | gg\/?:l

Il'y a alors trois solutions:

X4 4P o5 0,
3
—4 2n b’
X5 Tp COS (01 + ? ) — 3
—4p 4n b’
Xy = —= 0 — )=z
3 3 cos (8 + 3 ) 3

On remarque que I'éguation admet toujours au moins une racine; c’'est le cas de
toutes les équations polynomiales de degré impair.

b. Programme

Le programme est ici la traduction exacte de la méthode. Il présente cependant
quelques particularités:

18



- Nous avons écrit PxP+P au lieu de P t 3 car le calcul est alors plus précis et
plus rapide.

— La fonction Arccos est absente sur la plupart des micro-ordinateurs. On
utilise alors la formule:
T
Arccos x = — — Arctg —,
2 V/

1T —x

2

Le calcul de 0, se simplifie en:

1

(),7_
'3

( ~ 4 Arctg (
2 g

2

VoA

— Prendre la racine cubique d’'un nombre revient a I'élever & la puissance 3

Cependant, tous les ordinateurs n‘admettent pas que I'on éléve un nombre néga-
tif a une puissance fractionnaire.

On procéde alors de la maniére suivante : la valeur absolue du nombre est élevée a

la puissance

On écrira donc:

a la place de:

10 F
2000

2010

2020
2070
2040
=050
205G
2070
2080
2090
2100
2110
2120
21730
=140
2130
2160
2170

X

1 . - . )
3 et le signe est restitué ensuite au résultat.

SGN(X)+(ABS(X) 1(1/3))

t(1/3)

I = 2.1415924576
CLS
FRINT "RESOLUTION DE AX“IZ+BX"2+CX+D=0": FRINT
INFUT "A=";A
INFUT "B=";ER
INFUT "C=";C
INFUT "D=":D
FRINT
BE=RBR/A/Z2:C=C/ A:D=D/A
FP=0C~-2%xBXE
0 =D+ RBRY¥ (2 %¥EBxXxEB-0O
T=0x0+4 /727 %xF %xF % F
IF T » O THEN 2250
IF T = & THEN ZZ10
REM XxXx CAS T<0O X¥X
T = S0OR (- T)
X =FI /7 2+ ATN (@ / T)
FOR K =1 TO =
FRINT "X";k;"="; SOR ¢ - 4 ¥ F / ) x (CO5 (X
2% E X FIY /2y - B

FRINMT

19



2180 NEXT E

2190 GOTO 2290

2200 REM  Xxxx CAS T=0 ¥xxX

2210 PRINT "X1="; - GSGN (&) % (4 ¥ ARS (Hy ~ (1 / 3
) - B

2220 PRINT "X2="; SGN (&) % { ARS (@ 7/ 2) ™~ (1 7 Z) -
B;" (DOUBLE)"

2220 GOTO ZZ90

2240 REM  XxXxXx CAS T:0 XXX¥

= SBK T)
= 86N (T - &) % ¢ ARS (T - @) /7 2) ~ (1 /7 3)
= X - SG6N (T + 6) % ( ABS (T + 0y / 20 ~ (1 /7 3

FRINT "X="3;X

FRINT

INFUT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME:";Z#
IF 7% = "0" THEN 2000

END

c. Exemples commentés

Nous avons volontairement choisi des équations admettant des racines entieres
afin de montrer I'excellente précision des résultats.

20

RESOLUTION DE AX™I+BX"Z+CX+D=0

0w
Ll B e

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME:D
RESOLUTION DE AX™34BX™2+CX+D=0

.

A=1
Czllo
D=-24



VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME:Q
RESOLUTION DE AX"3+BX"Z+CX+D=0

XZ2=-5 {(DOUBLE)

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME:D
RESOLUTION DE AX"I4+BX"2+CX+D=0

XZ=1 (DOUBLE)

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME:N

4. Equations du quatriéme degré
L'équation a résoudre est:

ax*+bx3+cx?+dx+e=0 aveca < 0 (1)

a. Résolution théorique

On se raméne tout d'abord a I'équation:
2

N

x* 4+ 4b'x® + cx2 + dx + =0 {

21



en posant:

b = 9 C':£ d':.d. e':g
4a a a a

On pose ensuite X =x + b’, et on remplace x par (X —b’) dans |'équation (2).

On aboutit alors a:
X+ pX?+gX+r=0
avec:
p=c —6b?
qg=d + 8b3—2bc
r-e —db +cb?+3p%
On recherche alors t, u et v de sorte que:
X4 4 pX2 4 gX + 1= (X2 +tX + u) (X2 —tX +v)
Posons:

S—-u+v et P = uv

L'identification des deux polyndmes conduit aux résultats suivants:

P r
t q
V- u

S - pS? —4rS + (4rp —q%) =0

Nous examinerons plus tard le cas u=v qui correspond encore a g = 0.

(3)

(4)

La recherche d'une solution S, de cette équation s’effectue selon la méthode

exposée précédemment; u et v sont alors racines de I'équation:

y2 - Sgy +r -0

Le discriminant de cette équation est A = Sy? — 4r.
- Si A < 0, I'équation (1) n'a pas de solutions.
- Si A > 0, on obtient alors:

u- So- VA v S0t VA t= 9
2

2
(A ne peut pas étre nul puisqu’'on a supposé u différent de v.)
Les solutions de I'équation (3) sont alors celles des équations:

X2+ tX+u=0
X?—tX+v=0
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On peut donc obtenir O, 2 ou 4 solutions. Etudions maintenant le cas ou q est

nul. L'équation (3) devient:

X*+pX2+r=0

qui est une équation bicarrée. Posons A = p? — 4r:

- Si A <O, il ny a pas de solutions.

- Si A > 0, les racines sont celles de:

x2_ P+ VA
2

et X

2_ o= VA
2

Suivant le signe de ces quantités, on peut encore obtenir 0, 2 ou 4 solutions.

b. Programme

On retrouve ici les particularités du programme précédent.

10 FPI = Z.141592485346
J000 CLS

Z010  PRINT "RESOLUTION DE AX“4+BX“I+CX"2+4DX+E=0": FRINT
: FRINT
20 INFUT "A=";A
Z00 INFUT "B=";ER
040 INFUT "C=";C
2050 INFUT "D=";D
20&0 INFUT "E=";E
070 PRINT
08O B =R /A /S &:C=C/ A:D =D A:E = E A
090 F = C - 4 ¥ B XE
o0 @ =D+ 2 %X B X (4 xBXE-DO
1310 R =E-D*¥B+CX¥XEBX¥XER-3Zx%xEBB"4
120 IF @ = O THEN 2450
INCF= -4 %xR-FXxF /2
40 G =8 xR ¥F /2 -0R2Qx0 -2 /727 %F "3
2150 IF 6 = O THEN 5 = 0: GOTO 2210
180 DL =4 %X (F ™~ 3) /27 + 6 %X G
2170 IF DL < O THEN & = SRR ( - 4 X F / Z) x COS ((F
I 72+ ATN (G / SRR (- DL / Z): GOTQ 2210
2180 DL = SOR (DL)
3190 5§ = S8GN (DL - G ¥ ({ ABS (DL - & ED S )
Y
(DL + G) ¥ ({ ABS (DL + G / 2) & (1 7/

200 & = 8§ - B6N
)

)

23



S =8 +
DZ = 5 %
IF D2
= (5 -
= (5 +
= 0/

T T
3

7= T A
IF  AES
IF DZ
FRINT ¢
FRINT
) DA =0 X
IF  ABRS
IF D4
IF D=
50T
PRINT ¢
FRINT ¢
FRINT
INFUT
IF
END
FRINT
GOTO 37
S
IF T«
IF (R
IF R <
SOR

-

-r
kS

2410
2420
2420
2440
2450
24460
2470
2480
2470 7

2% =

2300 FRINT Z
2910 PRINT

-
l =

SOR
FRINT Z
FRINT

2820

H830

2340

T+

F ¥ F
0 THEN 3430

F/ 3

c
pou

-4 ¥R

< 0 THEN Z430

SRR (DZ¥y /
SOR (D2))
SOR (D2
T -4 xU
1E - & THEN

[RU I

(DI

¢ THEN 2220

- T+ GS0R (DI)) /
- T - SOR (D3)) /
6 /D2 -2%x68 -2

(D4) 1E - &
O THEN 3370

THEN

0 THEN Z430

20

SOR

(n4)y / 2
T - SOR (D4)) / 2

"0" THEN

2000

"FAS DE SOLUTIONS™

Q0
- 4 ¥ R

@) AND (F = 0)
¢ THEN Z3520

(¢ = F SAR
- B

>
“

{(
- B

7

.

(T)»)

B
- F 4+ ES0R (T))

E

2250 GOTO ZZ90

c. Exemples commentés

RESOLUTION DE

24

AX3+BX"Z+CX " 2+DX+E

3€ P M)

D4

[salun]

"VOULEZ-VOUS REUTILISER

7

=)

LE FROGRAMME:

THERN =420

y
o)

Py



£=90
D=68
E=-140

[l ¥4

S I

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME:O
RESOLUTION DE AX™4+BX"I+CX"Z+DX+E=0

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME:O
RESOLUTION DE AX™4+BX"Z+CX"EZ+DX+E=0

I
1

n}
1}

m o
on
—_ L O S e

|

I

!
lo e R

VOULEZ-VDUS REUTILISER LE FPROGRAMME: O
RESOLUTION DE AX™44BX-IZ+CXZ+DX+E=0
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FAS DE SOLUTIONS

VOULEZ-Y0US REUTILISER LE FROGRAMME:Q
REEOLUTION DE AX™4+BX“I+CX"2+DX+E=0

VOULEZ-YDUS REUTILISER LE FROGRAMME:O
RESOLUTION DE AX™4+BX“Z+CX"2+DX+E=0

imofn

o= e L] =

moio oD

2.328I0644E-10
-1.00046767
-, 999766164
-. 95997661448

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME:N

La précision des résultats est excellente, sauf dans le dernier exemple.

Cela provient du fait que (—1) est racine multiple (d'ordre 3) de I'équation, et les
racines multiples posent toujours en calcul numérique des problémes de préci-
sion: nous en étudierons les causes lors de I'étude de la méthode de Bairstow.
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5. Méthode de Bairstow

Cette méthode permet le calcul approché de toutes les racines d'un polynéme de
degré quelconque n:

P(x) =apx"+ax" "+ .. +a, 1x+a,=0

a. Principe

La méthode consiste a décomposer le polynéme P en produit de polyndmes plus

simples, de degré 2 et éventuellement de degré 1.

La premiere étape consiste donc & déterminer deux valeurs p et g telles que:
P(x) = (x? + px + q) . Q(x)

Les racines de P(x) sont alors d'une part celles de x2 + px + g = 0 que l'on sait
parfaitement déterminer, et d'autre part celles de Q(x), qui est un polynéme de
degré n—2.

On appligue de nouveau le processus a Q(x), et ainsi de suite jusqu’'d ce que
toutes les racines soient déterminées.

La difficulté réside donc dans la détermination des coefficients p et q: on utilise
alors une méthode itérative.

Soient p, et g, donnés. |l n'y a pas de raison particuliére pour que x? + pox + qg
divise le polyndme P(x); on a donc la relation générale:

P(x) = (x? + pox + qg) . B{x) + (Rox + Sp)
ol Ryet Sysont deux réels.

La méthode de Bairstow va vous permettre de calculer deux valeurs p, et q;
telles que:

P(x) = (x2 + pyx + q7) . B(x) + (Ryx + Sy)
avec:
IRy < |Ro] et 1Sy < ISo]
Les valeurs (p,,q,) obtenues sont ainsi " meilleures” que (pq,do)-

On réitére le procédé jusqu’a ce que les différences p,,.; — p, et d,., — d, soient
inférieures @ une valeur fixée.

Nous nous contenterons de donner la transformation permettant de passer des
valeurs (p,.,q,) aux valeurs (p,..d,.,); sa démonstration sort du cadre de cet
ouvrage.
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A partir des coefficients (a;) du polynéme P, on calcule:
- les coefficients (b;):

bo=ag

by =a; —pbg

b, =a; — pby —abg

bz =az— pb, —gb,

b, y=a, 1 —pb, 2—ab, 3
b, =a, —pb,;—ab,

Ces coefficients sont ceux du polynéme B, quotient de la division de P par
(x2 + px + q).

- le tableau des (c;):
CO:bO
¢1=by—pco
C; = by —p.cy—Qq.co
Ch2=by 2—PCh 3—QCh 4
o 1;0 —P.Ch 2—Q.CH 3
On calcule alors:
2
D*Cn 2—Ch 1:Ch3
U*bn 1:Cp Z_bn'cn 3
Vo= bn’Cn 27bn 1:Ch

et alors:
o p.s Y
n+1 n D
s Y
n+1 n D

b. Programme

Aprés avoir fourni au programme le degré du polynéme ainsi que tous les coeffi-
cients, il faut introduire la précision p souhaitée: 1 correspond a une précision
médiocre, alors que 8 correspond a la précision maximale.

Le programme calcule alors l'erreur maximale E=10"P tolérée pour les
différences:

‘pn+17pn‘ et IQn¢‘I_qn‘
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REMARQUE: Le coefficient A(@) est celui du terme de degré n.

Le programme demande enfin les valeurs initiales de p et q. Le couple (0,0)
conduit en général au résultat; cependant, si beaucoup de coefficients sont nuls,
ces valeurs s'averent inadaptées, il convient alors de relancer le programme avec
deux nouvelles valeurs.

20 DIM A(40) B (40),C(40)

4000 CLS

4010 PRINT "RACINES D’UN FOLYNOME DE DEGRE N": FRINT :
FRINT

4020 INFUT "N=";N

4020 IF N < 7 THEN 4020

4040 PRINT : FOR I = O TO N: FRINT "A(";I;: INFUT ")="
$ACI): NEXT I: PRINT

4050 FOR I = 1 TO N:A(D) = A(D) / A(O): NEXT I:A(0) =
1

4060 PRINT : INFUT "FRECISION (1 A 8) :";E:E = 10 * ( -
E)

4070 INFUT "F,0Q:";F,0

3080 FRINT :8 = 0

4090 1 = O

4100 B(O) = AGOY:E(1) = ACL) = F % B(O)

4110 FOR K = 2 TO N

4120 BOK) = A - F K B(E - 1) - 0 % B(K - D

4170 NEXT ¥

4140 C(O) = BUO:C(1) =

4150 IF N = T THEN 4190

4160 FOR K = 2 TO N - 2

4170 C(K) = B - F & C(K - 1) - 0 % C(E - 2)

4180 NEXT K

4190 CIN - 1) = - F X CIN - 2) -0 X C(N - T)

4200 D = CIN -— 2) ¥ O(N = 2) = CIN = 1) ¥ C(N = )

4210 U = BN - 1) ¥ C(N - 2) = B(ND % N -

4220V = B(N) ¥ C(N - 2) ~ B(N = 1) X C(N - 1)

4270 IF D = O THEN FRINT "LA METHODE EST INADAFTEE": GOTO

B{1) - F X C@O)

4420
42490 Y = U /S D:Z =NV /D
4250 P = F + Y0 = 0 + 2
( AR

= i
4Z&0  IF { ABRS S (2)) < E THEN 4300
1 GOTO 4100

4270  IF J < 100 THEN J = 1
ITE TROF D" ITERATIONS..."

UL
J
4280 PRINT "LE CALCUL NECES
4290 GOTO 4420
47200 T = F ¥ F - 4 % Q@
47210 IF T < O THEN 4350

)
+
o
-
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4320 PFRINT ( - F + SBR (T)) / 2
43320 £ = 1
4240 PFRINT ( - F - SBR (T)) / 2

250N =N - 2
4260 FOR I = 1 TO N
4370 ACI) = EB(I)
4380 NEXT I
4790 IF N &
4400 IF N = THEN F = EB({1):Q = B(2): GOTO 4300
4410 IF N THEN FRINT - B(1) / B(0):S =1
4420 FRINT : IF & = 0 THEN FRINT "FAS DE SOLUTIONG"
4470 INFUT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMMET:";Z%
4440 IF I¢$ = "0" THEN 4000
4430 END

THEN 4090

1}

|
e

c. Exemples commentés

o Exemple 1.

30

RACINES D*UN FOLYNOME DE DEGRE N

N=4

ALY =1
ALY =4
ALY =—144
A(T)=-T36

ALY =5760

FRECISION (1 & B) :7
Fo@:0,0

é

-8

10

~12

VOULEZ-\VOUS REUTILISER LE FROGRAMME?:0



e Exemple 2 :

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME?: O
RACINES D'UN FOLYNOME DE DEGRE N

N=7

A0 =2
A{l)=-13
A{2)=-49
A(Z) =285
Ald)y==77
A(S)=—14A52
H{b) =484
A(7)=720

FRECISION (1 A 8) :9
FoQ:0,0

1
[~
e

]
e

A
o]

e
o

4

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME?: D

Les racines des deux équations:

x* + 4x3 — 164x? — 336x + 5760 =0
2x7 — 13x5 — 49x5 + 385x* — 77x3 — 1652x% + 684x + 720 =0

sont trouvées avec une excellente précision.

e Exemple 3.

RACINES D"UN FOLYNDME DE DEGRE N



ALO)=1
All)Y=-7
Al =-21
A =203
AC4)=-140
A(3Y=-7564

Ai6Y=720

FRECISION (1 A 8) :8
Fo0:0,0

r3

LFIT999994

(=
Td

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME?:0

Les racines de:
x8 — 7x® -~ 21x* + 203x3 — 140x2 — 756x + 720=0

sont obtenues de maniére trés satisfaisante.

e Exemple 4 .
RACINES D°UN FOLYNOME DE DEGRE N

N=4
AO)==1
AL =2

A2 ==6
AT ==T
A4)=-8

FRECISION (1 A 8) :4
FoB:0,0

FAS DE SOLUTIONS
VOULEZ-YOUS REUTILISER LE FROGRAMME?:0
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Le polyn6me:
—3x*+2x3—6x2—3x—8

ne possédant pas de racines réelles, le programme affiche: " pas de solutions”.

o Exemple 5 :

Reprenons |'équation de I'exemple 3, en demandant cette fois une précision de
9.

RACINES D UN POLYNOME DE DEGRE N

N=4&

A =1
All)Y=-7
A(2)=-21
A(3) =203
A(4)=-140
A(S)=-7354
A{6)=720

FRECISION {1 A 8) :9
FaB:0,0

Ioid

LE CALCUL NECESSITE TROF D'ITERATIONS...

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME?:D

La précision demandée étant trop grande, le programme ne peut trouver toutes
les racines.

Cette remarque est trés importante, et elle s'applique a tous les programmes ou
il faut choisir une précision: de facon presque systématique, le programme ne
pourra fonctionner normalement lorsqu'une trop grande précision sera
demandée.

On peut donc adopter la démarche suivante : effectuer une premiére recherche
avec une précision médiocre (1 ou 2) de maniére a localiser les racines, puis
reprendre le calcul avec une meilleure précision (7 ou 8).

33



o Exemple 6.

Cas de racines multiples
Considérons I'équation suivante:
x8 —4x> —6x% + 32x3 + x2 —60x + 36 =0

qui admet 1, —2 et 3 comme racines doubles.

RACINES D"UN FOLYNOME DE DEGRE N

N=4&

A =1
All)=-4
AD)=-6
A(Z) =32
A(4)=1
A(D) =-60
ALL) =Z6

FRECISION (1 A 8) :8
F,0:0,0

. 999995349
2.99999322
1. 00000467

[ S|

VOULEZ-YOUS REUTILISER LE FROGRAMME?:D

La précision demandée était pourtant 8.
Expliquons ce phénomene de maniére intuitive

Lorsqu’'une fonction posséde une racine multiple x,, sa représentation graphique
au voisinage de x, présente une forme " aplatie”.
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f(x) f(x)

g
vxo X Xo X

racine simple racine multiple

Ainsi, lorsqu’on se déplace sur la courbe, une faible variation de y correspond &
une variation importante de x.

Plus la multiplicité de la racine est grande, et plus le phénoméne s’accentue.

De maniere plus rigoureuse, considérons le développement en série de Taylor de
la fonction f au voisinage de xg:

2 n
flxg + h) = fixg) + % Fixg) + % Flxo) + oo + :i fi(xo) + h" g(h)

Si x, est racine de f, alors f(x,) = O.
Si x, est racine double de f, alors f(xy) = 0 et f'(xy) = O.

Plus généralement, si xq est une racine de multiplicité m, toutes les dérivées d’or-
dre inférieur ou égal a (m — 1) sont nulles en x,; ainsi, le développement d’ordre
m de f se réduit a:

hITl
f(xg + h) = — f'M(xg) + h™g(h)
m!
Supposons par exemple une fonction admettant une racine de multiplicité 4, et
prenons h =0,01.

-8
flxg + 0,01) = %—1— fMl{xo) < 4.10° 10 fM(x,)

Si la dérivée f'™(x,) n'est pas trop grande, une variation importante de x (0,01)
n‘a gqu’'une trés faible incidence sur la valeur de la fonction.

o Exemple 7.
Considérons |'équation suivante:
x” + 7x8 4+ 21x5 + 35x* + 36x3 + 21x2 + 7x + 1 =0

dont (—1) est I'unique racine, de multiplicité 7.
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RACINES D UN FOLYNOME DE DEGRE N

AD)=1
ACL)=7
AZ2)=21
A3 =15
A(4)=35
AlS)=21
AlLY=7
A7) =1

FRECISION (1 A B) :2
F,R:0,0

-1.07225042

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FRDGRAMME™:0
RACINES D"UN FOLYNOME DE DEGRE N

N=7

ACD)=1
AlL)Y=7
A(Z2)=21
ACI)=25
AC4) =33
A(S)=21
ALL) =7
A(7)=1

FRECISION (1 A 8) :2
F,G:0,1

-, 9822846899
-1.05281435

-, 464642657

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMMET:N



Bien que la précision demandée soit faible, le programme n’affiche qu'une valeur
dans le premier cas, et trois valeurs dans le second: ce n'est pas vraiment
satisfaisant !

Il convient donc de rester tres critique vis-a-vis des résultats fournis par le
programme dans le cas de racines multiples et de se contenter d'une valeur
approchée.

6. Méthode des dichotomies

Laissons maintenant de coté la résolution des équations polyndmiales et abor-
dens le probleme plus général de la recherche approchée des zéros d'une fonc-
tion quelconque.

Commencons par la méthode la plus simple, la méthode dichotomique.

a. Principe

Soit une fonction f donnée; on se propose de déterminer ses zéros sur un inter-
valle [Xpin Xmax | fiX€.

Supposons que |I'on connaisse un intervalle |a,b]| sur lequel la fonction change de
signe, c'est-a-dire tel que f(a) . f(b) < O.

Si la fonction f est continue, nous savons que cet intervalle contient alors une
racine de f.

Nous allons couper cet intervalle en deux en posant:

a+b
2

Deux cas sont alors possibles:

- si f(c) est du signe de f(a), la racine appartient a l'intervalle |c,b].

- si f(c) est de signe opposé a f(a), la racine appartient & I'intervalle |a,b|.
Nous avons donc encadré la racine par un intervalle deux fois plus petit.

Il suffit de répéter le processus jusqu'a ce que la précision demandée soit
atteinte.

b. Programme
La méthode dichotomique présente deux inconvénients majeurs: il faut connaitre

au départ un intervalle [a,b] sur lequel la fonction change de signe, et une seule
racine est trouvée sur cet intervalle.
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Le programme s'affranchit de ces deux inconvénients: avec l'intervalle [Xqi,, Xmax]
qui peut étre quelcongue, on choisit un incrément D.

Lintervalle [X,,,.Xmax | €St €Nsuite découpé en sous-intervalles de longueur D. Sur
chacun de ces sous-intervalles, le programme examine si la fonction change de
signe; si c’est le cas, la méthode dichotomique y est appliquée.

En choisissant D suffisamment petit, toutes les racines seront obtenues.

L'utilisation du programme ne pose pas de problemes particuliers: il faut intro-
duire les bornes x,,;, et x,,, de l'intervalle d’étude, I'incrément de recherche D et
la précision désirée sous la forme d'un nombre compris entre 1 et 8.

Il faut également définir la fonction & la ligne 10@@@ du programme sous la
forme:

1000@0 F = 4xSIN(X) + 1 — X

5000 CLS

5010 FRINT TAB( 5);"METHODE DES DICHOTOMIES": FRINT :
FRINT

5020 FRINT "1- FROGRAMMATION DE L*EGUATION": FRINT

5020 PRINT "Z- RESOLUTION": FRINT : FRINT

9040  INFUT "VOTRE CHOIX:":;E

5050 IF E = 1 THEN LIST 10000 - 10999: END

20460 INFUT "XMIN="3A

5070 INFUT "XMAX="jB: FRINT

5080  INFUT "INCREMENT:";D: FRINT

5090  INFUT "FRECISION (1 A 8):";E:E = 10 ™ ( - E): FRINT

S100 U =

5110 FOR I = A TO B - D STEP D
5120 X = I

S170  GOSUE 10000

5140 IF F = 0 THEN 5280

5150 Z = F

5160 X = I + D: GOSUE 10000

5170 IF X = B AND F = O THEN 5280
5180 IF F = 0 THEN 5300

5190 IF Z x F » O THEN 5200

200 F = I:0 =1 + D

5210 X = (F + 0) / 2

5220 IF ABS (@ - F) < E THEN 5280

D230 GDSUR 10000

240 IF F = O THEN 5280

5250 IF F % 2 » O THEN F = X: GOTO 2210
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5260 6 = X

5270 GOTO 3210

5280 FRINT X

2290 U =1

SAR00 NEXT I

5210 IF U = O THEN FRINT "PAS DE SOLUTIDNS"
5320 PRINT

5330 INFUT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMMET:";Z
5340 IF I% "ar THEN 2000

5350  END

10000 F = 4 x SIN (X) - X + 1

16010 RETURN

c. Exemples commentés

o Exemple 1

10000 F=X+4%L0G (X)-&

METHCDE DES DICHOTOMIES

XHIN=1

IMAX=10

INCREMENT: 1
FRECISION (1 A 8):8

2.076761728

VOULLEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMMET:N

e Exemple 2

METHODE DES DICHOTOMIES



XMIN=-Z
IMAX=3

INCREMENT: 1
FRECISION (1 A 8):8
-2.210083294
~. 242185051
2.70206178

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMMEZ:N

Les racines de I'équation 4 sin x + 1 — x = O sont trouvées en quelques secondes
a 10 8 prés. (La précision est effectivement de 108 lorsque la racine n’est pas
multiple.)

e Exemple 3:

10000 F=-160+XX (68+XX (F0+X¥ (4-2%X)))
METHODE DES DICHOTOMIES
AMIN=-10
AMAX=10
INCREMENT: 3

FRECISION (1 A B):1

B.0O078123

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME™:O
METHODE DES DICHOTOMIES

XMIN=-10

XMAX=10

INCREMEMT: 1
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FRECIGION (1 A 8):8

VOLLEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME?:N
Avec un incréement de 5, le programme ne trouve que trois racines, alors que les
quatre racines sont obtenues avec un incrément de 1.

Lorsqu’on ne connait ni le nombre ni la position approximative des racines, on
peut adopter la démarche suivante:

— une premiére recherche avec faible précision et faible incrément permet une
localisation rapide de toutes les racines.

— une deuxiéme recherche avec précision et incrément important permet alors
d’obtenir des valeurs précises.

7. Méthode des itérations

a. Principe

La forme de I'équation a résoudre n’est plus f(x) = O mais x = o(x).
Cette hypothése n’est pas restrictive; par exemple I'équation:
4sinx—x+1=0
peut se mettre sous la forme:
x=4sinx + 1

La méthode consiste, a partir d'un point x u'il faut choisir le plus proche
p 0Ad p p
possible de la racine, a calculer successivement:

X7 = 0lxo)
Xy = ¢lxy)
Xpy1 = (P(Xn)

Lorsque le processus converge, la différence |x,,; —x,| finit par devenir infé-
rieure a I'erreur maximale fixée a I'avance: x,, est alors une solution approchée de

["'équation.
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Malheureusement, la méthode présente le grave défaut de ne converger que
pour les fonctions o lipschitziennes de rapport K avec K 1.

Ceci signifie, si I'on prend deux points quelconques a et b, que la fonction ¢ doit
vérifier :

| ofa) — olb)| < K|a-b]

Si la fonction ¢ est dérivable, il revient au méme de dire que ¢’ doit étre stricte-
ment majorée par 1.

b. Programme

La fonction ¢ doit étre définie a la ligne 10@@® du programme sous la forme:
10000 F COS(X)

Il faut ensuite fournir au programme le point de départ x, et la précision désirée,
toujours sous la forme d'un nombre compris entre 1 et 8.

Si le processus ne converge pas ou si la précision demandée est trop grande, le
programme s’arréte en affichant:

LE CALCUL NECESSITE TROP D'ITERATIONS

Nous retrouverons cette particularité dans les derniers programmes de ce
chapitre, ainsi que dans ceux du chapitre ""Recherche d’extrémums”.

SO0 CLS

&H010 PRINT  TAE( 5) 3 "METHODE DES ITERATIONS": FRINT = FRINT

HOZ20  FRINT "1- FROGRAMMATION DE LTEQUATION": FRINT

HOZO PRINT "Z2- RESOLUTION": FRINT @ FRINT

6040  INFUT "VOTRE CHOIX:";E

HOZ0  IF E = 1 THEN LIST 10000 - 10999: END

HO&LC  INFUT "XO=";X: FRINT

H070  INFUT "FRECISION (1 A &):";E:E = 10 ™ ( - E): FRINT

HOEG FOR I =1 TO 200

H0G0  GOSUER 10000

4100 IF ABS (F - X) « E THEN 4140

&110 X = F

6120 NEXT I

5170 PRINT "LE CALCUL NECESSITE TROF DT ITERATIONS™:
6130

i2J
]
-

42



6140 PRINT "X="j;X

6150 PRINT

5160 INPUT "VOULEZ-Y0OUS REUTILISER LE FPRDGRAMME™:";Z%
6170 IF 2% = "0" THEN &000

4180 END

10000 F = CO5 (X)

10010 RETURN

c. Exemples commentés

e Exemple 1.
On se propose de résoudre |I'équation x = cos x.

12000 F=COS{X)

METHODE DES ITERATIONS

X0=1

FRECISION (i1 A 8):8

X=,7390B51Z8

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMMET: O
METHODE DES ITERATICNS

X0=1

FRECISION (1 A 8):9

LE CALCUL NECESSITE TROF D7 ITERATIONS

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME?:N

Dans le premier cas, la racine est trouvée avec une bonne précision (a 10 8 prés).

Dans le deuxiéme cas, le fait de demander une précision trop forte empéche le
programme de fonctionner normalement.
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e Exemple 2 :

Soit a résoudre |'équation:

x=4sinx + 1

10000 F=4¥5IN{X)+1

METHODE DES ITERATIONS

¥0=1
FRECISION (1 A 9):1

X=-2, 2042840

13

YOULEZ-VDOUS REUTILISER LE FROGRAMME?:0
METHODE DES ITERATIONS

<=1
FRECISION (1 A 9):7

LE CALCUL NECESSITE TROF D" ITERATIONS
VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME?:N

Une premiére recherche a faible précision (1) fournit une valeur approchée
voisine de —2,2.

Dans le but d'obtenir un meilleur résultat, le programme est relancé avec une
précision légérement supérieure (2). Le programme ne trouve alors plus la racine.

Ce comportement est di au fait que la fonction ne vérifie pas le critére de
convergence ; en effet ¢'(x) = 4 cos x n'est pas majorée par 1 mais par 4.

La méthode est donc inapplicable.

o Exemple 3.

Nous sommes ici encore dans un cas de non-application de la méthode : la fonc-
2

tion ofx) > 2+l admet pour dérivée ¢'(x) =x. Or la racine de l'éguation

x = o(x) estxy — 1.
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Au voisinage de x,, la dérivée de o tend vers 1, donc vers la valeur limite assu-
rant la convergence.

10000 F={X¥X+1)/2

METHODE DES ITERATIONS

x0=1

FRECISION (1 A 8):4

=1

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME?:D
METHODE DES ITERATIONS

X0=0

PRECISION (1 A 8):4

¥=.985887497

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME?:0
METHODE DES ITERATIONS

X0=0

PRECISION (1 A 8):5

LE CALCUL NECESSITE TROF D’ ITERATIONS

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME™:N

Ici le processus converge, mais le programme s’arréte parce que la convergence
est trop lente.

d. Conclusion
L'application de la méthode doit se faire avec prudence, aprés avoir vérifié la

condition de Lipschitz.
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Le seul avantage de cette méthode est d'étre plus rapide que la méthode des
dichotomies.

8. Méthode de Newton

a. Principe

Nous considérons de nouveau une équation du type:
fix) =0

La méthode de Newton, tout comme la méthode des itérations, consiste & calcu-
ler une suite de valeurs (x,,) convergeant vers la racine a de I'équation.

Partant d'un point x,, on calcule successivement:

o xr — 1xo)
1— A0 f,(xO)
Xy = x, — )
2 1 fr(x‘)
f(xn»'l)
Xp = Xn 1~ flx. 1)
n-1
Le processus s'arréte lorsque la différence |x,—x,_,| devient inférieure a

I'erreur maximale fixée : x,, est alors une valeur approchée de a.

La méthode est applicable a la double condition suivante: la fonction doit étre
dérivable et la dérivée ne doit pas s'annuler au voisinage de a.

En particulier, la méthode ne peut étre utilisée pour la détermination de racines
multiples.

b. Programme

La fonction doit étre définie a la ligne 1000@ du programme sous la forme:

10000 F 4%SIN(X) X1

Il faut ensuite introduire le point de départ x, et la précision sous la forme d'un
nombre compris entre 1 et 8.
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La dérivée de la fonction est calculée de maniere approchée par le programme
grace a la formule:

f{x) =

fix + h) — fix —h)

7000
7010

7020
7030
7040
7050
70580

7070

7080
7090
7100
7110
7120

7130
7140
7130

7140

7170
7180
7190
7200

7210

on avec h =0,001.

CLS
FRINT TAB( 5);"METHODE DE NEWTON": FRINT : FRINT

FRINT "1- FROGRAMMATION DE L"EQUATION": FRINT

FRINT "2- RESOLUTION": FRINT : FRINT

INFUT "VOTRE CHOIX:";E

IF E =1 THEN LIST 10000 - 10999: END

INFUT "XO=";X: FRINT

INFUT "FRECISION (1 A B):"3;E:E = 10 ™ { - E): FRINT

FOR I = 1 T0 200
X = X + .001: GOSUR 10000:2 = F
X = X = ,002: GOSUER 10000:2 = (Z - F) / .0QO0Z
X = X + .001: GOSUE 10000
IF Z = 0 THEN FRINT "LA METHODE EST INADAFTEE": GOTO
7180

X=X -F /1

IF ARS (F / I) < E THEN 7170

NEXT I

PRINT "LE CALCUL NECESSITE TROF D’ ITERATIONS": GOTO
7180

FRINT "X=";X

PRINT

INFUT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME™:";Z%
IF Z% = "0" THEN 7000
END

10000 F = 4 ¥ SIN (X)) - X + 1

10010

RETURN

c. Exemples commentés

o Exemple 1:

10000

F=4%8IN{X)-X+1

METHODE DE NEWTON
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X0=-2

FRECISION (1 A 8):8

X=-2,210083%94

VOLLEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME®?:O
METHOCDE DE NEWTON

x0=0

FRECISION (1 A 8):8

X=-,324218505%

VOULEZ-VDUS REUTILISER LE FROGRAMME?:0

Selon la valeur initiale x,, les racines détectées ne sont pas les mémes.

La précision des valeurs obtenues est de 10 8; on pourra comparer ces valeurs
aux résultats fournis par la méthode des dichotomies.

o Exemple 2 .
10000 F=X+4%L0OG{(X) -5

METHODE DE NEWTON

XD=1
FRECISION (1 A 8):8
X=2,07676129

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME?:N

La racine obtenue est ici encore égale & 10-8 prés a la valeur fournie par la
méthode des dichotomies.
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o Exemple 3:

10000 F=YXX
METHODE DE NEWTON

X0=0

FRECISION (1 A 8):1

LA METHODE EST INADAFTEE

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME?:N

La fonction f(x) = x?2 admet O comme racine double ; le programme indique donc
gue la méthode de Newton est inapplicable.

d. Quelle méthode utiliser?

La condition d'application de la méthode de Newton est nettement moins
contraignante que celle de la méthode des itérations: les fonctions usuelles sont
bien plus souvent dérivables que lipschitziennes de rapport inférieur a 1.

La méthode de Newton est trés rapide; en général, quelques itérations suffisent
pour obtenir la racine avec la précision maximale.

Cependant notre préférence va a la méthode dichotomique car cette derniére
permet la recherche simultanée de plusieurs racines, et posséde une condition
d’'application tres large (il suffit que la fonction soit continue) ; de plus le gain de
temps apporté par la méthode de Newton n'est pas vraiment sensible dans la
majorité des cas, le BASIC étant suffisamment rapide dans ce genre
d’applications.

9. Résolution des systémes de deux équations
a deux inconnues

Le probleme est le suivant; il faut déterminer une solution (u, ) du systéeme:

{f(x,y) =0
glx,y) =0
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a. Principe

Nous allons utiliser ici une généralisation de la méthode de Newton, appelée
méthode de linéarisation.

Nous allons donc former, & partir d'un point initial (xq,y,), deux suites (x,) et (y,)
convergeant vers (a,p).

La relation de définition des suites est la relation de récurrence suivante:

f.gy—g.f
X1 = Xpe— —

A

g.-fx—f.gx

Yek+1 = Yk — A

ou:
A=f,.g,—f,. g\
Les notations adoptées pour les dérivées partielles sont les suivantes
. of
oY
o dx
_of
oy
_ 09

x
.09
g = Y
Y dy
Le programme s'arréte lorsque la quantité |x,—Xx,_i| + |Y,— Yn.1| est infé-

rieure a I'erreur maximale fixée ; (x,,y,) constitue alors une solution approchée du
systéme.

b. Programme

Les fonctions f et g doivent étre programmeées a partir de la ligne 11000 sous la
forme:

11088 F - X«X-YxY -+ X+1
11010 G 2+X+Y Y
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Il faut ensuite introduire le point initial (x,,y,) ainsi que la précision désirée.

Le programme calcule les valeurs approchées des différentes dérivées partielles
grace aux formules suivantes:

f(x+h,y) — f(x—h,y)

£ ixy) = -
f(xy) = f("'”h)z*hf(xly—h)

g, xy) = g_(i(fi\%;gl’ﬂ)
g, (xy) = IV hz%— glx,y—h)

gono CLS

8010 FRINT "RESOLUTION DTUN SYSTEME NON LINEAIRE": FRINT
¢ PRINT

FRINT "1- PROGRAMMATION DU SYSTEME": FRINT

FRINT "2- RESOLUTION": FRINT : FRINT

INFUT "WOTRE CHOIX:";E

IF E = 1 THEN LIST 11000 - 11799: END

Foaw  INFUT "XO="31X

BO7G INPUT "Yo="3¥

8080 INFUT "FRECISION ¢ A 7i:"iE:E = 106~ ( - E)

o J = 0rH = (001 FRINT

8100 ¥ = X + H: GOSUE 11000:A = FiR = G

10 X = ¥ - 2 ¥ H: GOSUR L1o0o:hA = (A - F) /7 2/ HiB =
g -6 /7 2/ H

8120 X = 4 + H:Y =Y + H

8170 GoOsSUR 11000:C = F:D = 03

5140 Y = ¥ — 2 % Hr GOSUR L1oGo:C = (C - F) / 2/ HiD =
n -6 72/

9150 % = ¥ + H: GOSUE 11000

Q160 T = #+ 0 -k ¥C

A
g170  IF T O THEN FRINT "LA METHODE EST INADAFTEE": GOTO

FEE0
g8 P = {F¥D -G ¥ /T
8190 & = (G ¥ & - F %« B) /T

H200 X = X - FiY =Y - Q:Jd
o IF J = 100 THEN  FRINT
DTITERATIONS": GOTO BZ50
8220 IF ( ABS (F) + ABS (L)) » E THEN B10O
QIO PRINT "SOLUTION AFFROCHEE @ "
8240 PRINT  TARBC Zii"X=";X: FRINT TABO S0;"Y=";Y¥
2250 FPRINT

+ 1
'‘LE CALCUL NECESSITE TROF

R

junt
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¢ IF 2% = "0" THEN 3000
2280 END

1i1ooo F = X f
11010 6 = 2 X
11020 RETURN

Y XY X+
XY+ Y

<

c. Exemples commentés

o Exemple 1:

52

11000 F=X¥X+YXY+2X (X+Y) =23

11010 G=XXX+YXY+XXY-19

RESOLUTION D*UN SYSTEME NON LINEAIRE

X0=2
YO=2
FRECISION (1 A 7):7

SOLUTION AFFROCHEE :
X=3
Y=z

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME:O
RESOLUTION D*UN SYSTEME NON LINEAIRE

X0O=1
vo=-1
FRECISION (1 A 7):1

SOLUTION AFFROCHEE :
X=2, 0000908
Y==5.00009144

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME:O
RESOLUTION D UN SYSTEME NON LINEAIRE

INFUT "VOULEZ-Y0OUS REUTILISER LE FROGRAMME:";Z%



X0=1
YO=-1
FRECISION (1 A 7):7

SOLUTION APFROCHEE :
X=2
Y=-5
VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME:D
RESOLUTION D*UN SYSTEME NON LINEAIRE

X0=0

YO=0

FRECISION (1 A 7):1

LA METHODE EST INADAFTEE

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME:N

Selon le point de départ (xq.y,). le programme fournit la racine (3,2) ou la racine
(2,—5).

Si I'on choisit le point (0,0), le programme indique que la méthode est inadaptée :
ceci est da ici au fait que toutes les dérivées sont nulles a l'origine.

e Exemple 2 :

11000 F=8%X-Y-2

11010 G=XAX+4XXXY-SXYAY+12XX+92
RESOLUTION DUN SYSTEME NON LINEAIRE

Y (=0
YO=0
FRECISION (1 A 7):7

SOLUTION AFFROCHEE :

X=—=. 167275620446
Y=-4,321010452
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VOULEZ-YOUS REUTILISER LE FROGRAMME:Q
RESOLUTION D UN SYSTEME NON LINEAIRE

x0=1
YO=1
FRECISION (1 A 7):7

SOLUTION AFFROCHEE @
=1

RV
T =

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME: N

Les deux solutions du systéme:

{8x7y~3—70
x>+ 4xy —5y? + 12x + 92 =0

sont ici aussi trouvées de facon exacte.
Le premier couple est:

47 1237

( 287 ' 287

).
Cette méthode permet également de déterminer les zéros complexes d'une fonc-
tion complexe.
Cherchons par exemple les racines de |'équation:
22+z+1-0
Posons:
zZ X+ iy
L'équation devient en remplacant:
(x+iy)2+(x+iy)+1=0
soit:

(X2 —y2 +x+1)+i(2xy +y) =0
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Cette équation est vérifiée si la partie réelle et la partie imaginaire sont nulles; x
et y sont donc solutions du systéme:

{xz—y24—x+1:=0
2xy +y=20

11000 F=X¥X-Y¥Y+X+1

11010 G=2%X%Y+Y
RESOLUTION D7UN SYSTEME NON LINEAIRE

X0=1
YO=1
FRECISION (1 A 7):7

SOLUTION AFFROCHEE :

X=-.5

Y=, B6AOZSA04
VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME: O
RESOLUTION D'UN SYSTEME NON LINEAIRE

x0=-1

Y0O=-1

FRECISION (1 A 7):7

SOLUTION AFFROCHEE :
X==.5

Y=-.8660E5404

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME: N

Le programme trouve effectivement les deux racines de z2 + z + 1 = 0, & savoir:

2 _
2 l_~_ﬂj§1
2

N |
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Recherche
3 d’extrémums

1. Introduction

Nous allons nous intéresser dans ce chapitre a diverses méthodes permettant la
détermination de maximums et de minimums de fonctions.

Nous diviserons notre étude en deux parties: |'une sera consacrée aux fonctions
d'une variable, I'autre aux fonctions de deux variables.

Comme pour la recherche de zéros de fonctions, deux types de méthodes
existent:

- les méthodes de diminution et d’augmentation systématiques, qui sont le
pendant de la méthode des dichotomies,

— les méthodes faisant appel aux dérivées, plus élaborées, qui sont le pendant
de la méthode de Newton.

Pour utiliser les sept programmes simultanément, il faut remplacer chaque
instruction END par l'instruction GOTO 100 et ajouter le menu:
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100 CLS
110 FRINT TAEB( 5);"DFTIMISATION DE FONCTIONS": FRINT

FRINT
120 FRINT FRINT "1- F({X!:METHODE DE NEWTON"
120 PRINT FRINT "Z- F(X):DIMINUTION SYSTEMATIGUE"

140 FRINT FRINT "2- F{X):AUGMENTATION SYSTEMATIRUE"
150 FRINT @ PRINT "4- F(X,Y):METHODE DE RELAXATION"
160 PRINT @ PRINT "S- F(X,Y¥):METHODE DU GRADIENT"

170 FRINT @ FRINT "&- F(X,Y):DIMINUTION SYSTEMATIQUE"
180 PRINT @ FRINT "7- F(X,Y):AUGMENTATION SYSTEMATIOUE

190 FRINT @ FRINT "8- FIN"

200 PRINT : INFUT "VOTRE CHOIX:";E

210 0N E GOTO 1000, 2000, 6000, 2000, 4000, 5000, 7000, 8000
220 GOTO 1060

2000 END

L'ensemble nécessite environ 6 Koctets de mémoire.

2. Méthode de Newton

a. Principe

Soit f une fonction d'une variable.

Nous savons que f admet un extrémum en « si la propriété f'(a) = O est vérifiée.
Il suffit donc de déterminer un zéro de la dérivée de f: cette recherche est effec-
tuée par la méthode de Newton.

Condition d’application

La fonction f doit étre deux fois dérivable en «, et de plus |la valeur de sa dérivée
seconde en a ne doit pas étre nulle. Dans le cas contraire, a serait racine double
de f', et nous avons vu que la méthode de Newton était inapplicable dans le cas
de racines multiples.

b. Programme

La fonction étudiée doit étre programmée a la ligne 1000Q sous la forme:

10008 F = X«SIN(X)—COS(X)/X
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La recherche débute a partir d'un point x5 que I'on introduit dans le programme
et qui doit se rapprocher le plus possible de I'extrémum cherché.

Il faut également choisir la précision sous forme d'un nombre compris entre 1 et
8.

Le calcul de la dérivée seconde est effectué gradce a la formule:

£(x) fix + h) — 2;(2x) + flx—h)

Lorsque le programme détecte un extrémum, il précise s'il s'agit d’'un maximum
ou d'un minimum:

- si f'{a) < O, il s'agit d'un maximum.

- si f'(a) >0, il s'agit d'un minimum.

oo CLS

1010 FRINT "F{X):METHODE DE NEWTON": FRINT : FRINT

1020 PRINT "1- FROGRAMMATION DE LA FONCTICON": PRINT

1020 PRINT "2- RECHERCHE DES EXTREMA": FRINT : FRINT
1040 INFUYT "WOTRE CHOIX:";E: FPRINT

1020 IF E = 1 THEW LIST 10000 - 10999: END

1060 INFUT "XxD=";x

1070 INFUT "PRECISION (1 A BY:";E:E = 10 ™ ( - E): FRINT

ot H = 001

1050 FOR K = 1 TO 100

11006 BOSUR 10000:B = - 2 % F

1110 ¥ = X + H: GOSUBR 10000:/4 = F:BE = B + F

1120 4 = X - 2 ¥ H: GOSUR 10000:f4 = 4 - FtB = B + F

HHZ0A =4/ /2 /7 HBE =8B /H/HX =X+ H
2]

1140 IF B = 0 THEN FRINT "LA METHODE EET INADAFTEE":
BATO 1270

TIS0D X = X &/ R

1160 IF  ABS (A / B) » E THEN 1210

1170 GOSUER 10000

112G PRINT @ FRINT "X=";X: FRINT

1170 IF B < 0 THEN  FRINT "F(Xo=";F;" (MAXIMUM)': GOTO
1220

1200 IF B » @ THEN PRIMT "FOXi="iFg"  (MIMIMUMI": GOTO

0

"LE CALCUL HEC

R D
INFUT "WDULEZ-VOLS REUTIL

& c
LE FROGRAMM

rm™m T :
= e
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OTOTHEN 1000

X % 45 + X % (2 - X3

c. Exemples commentés
o Exemple 1:

L . . . COS X .
Nous avons cherché ici un extrémum de la fonction x sin x — — — au voisinage
du point 1.

10000 F=X¥3IN{X)-COS(X) /X
F{X):METHODE DE NEWTON

%0=1

FRECISION (1 A 8):1

¥=3, 1294624772
F{X)=2,0346204 (MAXIMUM

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMMET: O
F{X3:METHODE DE NEWTON

FOO =R, 0548204 (MAXIMUM)

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FRO
FidyeMETHODE DE NEWTON

N3}
il
I
=
m

'
|

59



AR
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) o=
-t

mn
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=

—

I

o

mn

LE CALCUL NECESSITE TROF D7 ITERATIONS

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME™:N
Un premier calcul effectué avec une faible précision permet la localisation de la
racine; les deux suivants ont pour but d’améliorer cette précision.

Nous remarquons ici encore que le fait de demander une précision trop forte
peut empécher le programme de fonctionner normalement.

D’autre part, a l'issue de la premiére recherche, la valeur de o n'est connue qu’a-
vec cing décimales exactes (a = 2,12962) alors que f(a) est connue & 107 pres.

Ceci rappelle la mauvaise précision obtenue lors de la recherche de zéros
multiples de fonctions et I'explication est identique : au voisinage d'un extrémum,
la représentation graphique de la fonction s’aplatit:

f(x)

et a une petite variation de y, correspond une grande variation de xg.

L'extrémum de f sera donc en général connu avec une bonne précision, alors que
la valeur a correspondante sera entachée d'une erreur plus importante : ceci sera
valable pour tous les programmes de recherche d'extrémumes.

e Exemple 2 :

10000 F=X¥X0k (F0+X% (4-2%%)

F(x):METHODE DE NEWTON

o=
—
n
i
[}
=
—
I
m
10
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¥=-T, 2RO 2E51E-08
FixX)=4,444486146E-14 (MINIMUM:
VOULEZ-VOUS REUTILIGER LE PROGRAMME?:D
F{X):METHODE DE NEWTON

X0=10
FRECISION (1 A 8):8

F{X)=1358, 45364 (MAXIMUM
VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME™:C
F(X):METHOBE DE NEWTON

X0=-10

FRECISION (1 A §):8

X==4, 05224305
FU)=4672,421742 (MAXIMUM)

VOULEZ-VDOUS REUTILISER LE PROGRAMMEY:N

On peut vérifier que le polyndme —2x* + 4x3 + 90x? est effectivement:

— minimal pour:

x;=0
— maximal pour:

x,= S 34“.5 — 5,6523432
et pour:

- 3-3Va1 ~ —4,0523432
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les valeurs correspondantes de f étant:

f(X1 ) =0 -
flxg) = 11847 IO VAL _ 156845366
fix3) = @41?171-6-1—97&31 =672,421342

Ici encore, les maximums de f sont obtenus avec la précision maximale alors que
les valeurs des x, correspondants ne sont pas exactes qu'a 10-* prés.

3. Diminution et augmentation systématiques
de la fonction

a. Introduction

La méthode de Newton présente deux inconvénients:

— elle ne s'applique ni aux fonctions dont la dérivée seconde s'annule au voisi-
nage de |'extrémum cherché, ni aux fonctions non dérivables,

— il peut étre génant d’'obtenir tous les extrémums alors qu’'on ne cherche que
les minimums (ou les maximums).

Nous allons donc examiner une méthode dont le champ d’application est plus
vaste et qui ne cherche qu'une sorte d'extrémums.

Nous aurons deux programmes, I'un pour la recherche des minimums, |'autre
pour la recherche des maximums.

b. Principe

Nous n’expliquerons que la recherche des minimums.

On choisit au départ un point x,, le plus proche possible du point cherché, et un
pas initial de découpage h.

On calcule la valeur de la fonction aux points x, + h et x, —h; si en I'un de ces
deux points la fonction est plus petite qu'en x,, on remplace x, par ce point, et on
recommence. Par exemple, si f(x, + h) < f(xy), on examine f(x, + 2h).

Lorsqu'on se rapproche suffisamment du minimum, les deux relations:

fix + h) > f(x)
f(x — h) > f(x)
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sont vérifiees: le pas de découpage est alors divisé par 2, et I'on poursuit
I'encadrement.

Le calcul se termine lorsque h est inférieur a une valeur fixée a I'avance, caracté-
risant la précision du résultat.

c. Programmes

La fonction doit ici encore étre définie a la ligne 1003 du programme sous la
forme:

10008 F - X«X*{90+Xx(4 - 2+X))

Il faut également fournir au programme le point de départ x,, qui doit se situer le
plus pres possible de I'extrémum, le pas initial h {que I'on doit choisir suffisam-
ment petit lors de la recherche d’extrémums relatifs) et la précision désirée,
toujours sous la forme d'un nombre compris entre 1 et 8.

Programme de recherche des minimums:

2000 CLS

FRINT "F X :DIMINUTION SYSTEMATIQUE": FRIMT @ FRINT

FRINT "1~ FROGRAMMATION DE LA FONCTION": PRINT
FRINT "2- RECHERCHE DES MIMIMA": FRINT : FRINT
INFUT "VOTRE CHOIX:";E: FRINT

IF E = 1 THEN LIST 10000 - 10999: END

INFUT "XO="3X

INFUT "H="3H

INFUT "FRECISION (1 A &):"3E:E = 10 ~ { - E): FRINT

2090 FOR K = 1 TO 200

2100 GOSUE 10000:A = F

2110 X = X - H: GBOSUER 10000

2120 IF A » F THEN 2180

2120 X = X + 2 % H: GOSUE 10000

2140 IF A » F THEN 2180

2150 X = X - H

2150 IF H < E THEN FRIMT @ FRINT "X=";X: FRINT : FRINT
"FiX ="y A GOTO 2200

2170 H=H /2

2180 NEXT E

2170 FRINT "LE CALCUL NECESSITE TROF D7 ITERATIONS®

2200 PRINT & INFUT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMM
E7s": 2%
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2210 IF I$ = "0O" THEN 2000

2220  END

10000 F = X % X % (45 + X ¥ (2 — X))
10010 RETURN

Programme de recherche des maximums:

L0000 CLS
6010 FPRINT "F(X): AUGMENTATION SYSTEMATIGUE": FRINT

&020  PRINT "1- PROGRAMMATION DE LA FONCTION": FRINT
6020 FRINT "2- RECHERCHE DES MAXIMA": FRINT : FRINT

6040  INPUT "VOTRE CHOIX:";E: FRINT

H050 IF E = 1 THEN LIST 10000 - 10999: END

&LOLO  INPUT "XO="j3X

L0700 INFUT "H=";H

L0800  INFUT "FRECISION (1 A 8):";E:E = 10 "~ ( - E):

6090 FOR E = 1 TO 200

H100  GDSUR 10000:A = F

6110 X = X = H: GOSUER 10000

H120 IF A < F THEN 46180

120 X = X + H + H: GOSUE 10000

6140 IF A < F THEN 4180

6150 X = ¥ - H

6160 IF H < E THEN FRINT : FRINT "X="3;X: FRINT :
"FX)="3Ar GOTO 6200

G170 H = H / 2
6180 NEXT k
4190 FRINT "LE CALCUL NECESSITE TROF D’ ITERATIONS"

: FRINT

FRINT

FRINT

6200 PRINT @ INFUT "VOULEZ-YOUS REUTILISER LE FROGRAMM

E?:": 7%
&210  IF Z% = "0" THEN 4000
6220 END
10000 F = X ¥ X ¥ (45 + X ¥ (2 - X))
10010 RETURN
d. Exemples commentés

o Exemple 1:

Le minimum du polyndme x3 — 8x? + 5x — 7 est obtenu en x = 5.
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10000 F=-7+X¥ {(3+Xx (-B+X))

F{y:DIMINUTION SYSTEMATIRUE

FiX)==-37

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMMET:D

F{X::DIMINUTION SYSTEMATIGUE

X0=1
H=.22
FRECISION (1 A @):7

£=5, 00001465

F{Xi=-57

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMMET: O

FOX:DIMINUTION SYSTEMATIOUE

VOLLEZ-VDOUS REUTILISER LE PROGRAMMET:N

Premier cas: La valeur exacte du minimum est trouvée car x, + 4h =5, et le

programme est tombé juste dessus.
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Deuxieme cas: Avec une autre valeur de h, le programme ne trouve cette fois
qu'une valeur approchée.

Troisieme cas: Considérons la représentation graphique du polynéme:

fix)

Avec h = 5, les deux premiers points examinés par le programme sont —4 et 6;
on remarque grace a la courbe que f(—4) <f(1).

Le programme va donc ensuite examiner les points —9, —14, —19, etc... et le
processus diverge car lim f(x) = —oo.

X r

Il convient donc, lors de la recherche de minimums relatifs, de choisir un pas
initial suffisamment petit pour éviter ce phénomeéne

h

1 fournit le résultat attendu.

Recherchons maintenant la valeur du maximum:
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10000 F==7+X¥{5+X¥ {-8+X))

F(X):AUGMENTATION SYSTEMATIQUE

X0=0
H=1

FRECISION (1 A 8):8

X=.I33328247

F(X)=-4.18518519

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME™:

. Dans I'exemple, la valeur

N



Le programme fournit le résultat ' = 0,333328247 alors que la valeur exacte

esta = —;T : la précision est donc de 10-°. La valeur de f(a) est par contre exacte::

167
ﬂa)::A-sz

e Exemple 2.

10000 F=X)X¥ (F0+X% (4-2%X))

FOX) s AUGMENTATION SYSTEMATIDUE

YOULLEZ-YOUS REUTILISER LE FROGRAMME?T:Q
F Xt AUGMENTATION SYSTEMATICUE

¥=-4, 052TET LS
FOXy=4672,42134%

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME?:N

Les deux maximums du polynéme —2x* + 4x3 + 90x? sont trouvés a 2.10 °
prés; on pourra comparer ces résultats aux valeurs obtenues par la méthode de
Newton.
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4. Méthode de relaxation

Cette méthode, ainsi que la méthode du gradient, sont deux extensions de la

méthode de Newton, et permettent la recherche des extrémums locaux des fonc-
tions de deux variables f(x,y).

Condition d’application:

Les dérivées partielles d'ordre 1 et 2 de f doivent exister, et les dérivées
secondes ne doivent pas s'annuler au voisinage de |'extrémum.

a. Principe
On notera:
fy = g; dérivée partielle de f par rapport a x
X

fy = agf— dérivée partielle de f par rapport ay
y

52
f = (sz dérivée seconde de f par rapport & x
oX

2
f, = (;y_g dérivée seconde de f par rapportay

La méthode consiste, & partir d'un point initial (xq,yp) qui doit se situer le plus
prés possible de I'extrémum cherché, a calculer les suites (x,) et (y,) suivantes

X1 = Xo— filxo.v0)
f"dx0.vo)
{ Y1 =Yo
Xy = X4
{ B f'y(X1 ,Y1)
Y )

Xne1 = Xp— f,fx()'(n’yn)'
{ FxXn ¥ )

Yn+1 = Yn

{Xn+2*xno1
fyXne1 i)
Yns2 = Ynst1 — =7 RLLARA AL ARA

f y(xn+‘l Yn+ )

Lorsque ces deux suites convergent, c'est nécessairement vers un extrémum de
la fonction f.
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Cette méthode revient a optimiser la fonction d'abord en x, a y fixé, ensuite en vy,
a x fixé, et & réitérer le processus jusqu’a approcher suffisamment I'extrémum
cherché.

b. Programme

La fonction doit étre définie a la ligne 110@@ du programme sous la forme:

11008 F = X« X+ (Y-1)xY

Le programme demande ensuite le point de départ (xq.y,) ainsi que la précision
souhaitée.

Les dérivées partielles de f sont calculées grace aux formules approchées:

_ flx+ hy) — fix—h,y)

flxy) 2h

, f(x,y + h) — f(x,y — h)

flxy) = -2 on y-nu
f”JKy):Vﬂx+—hy)——213y)+fu——hy)
. f(x,y + h) — 2f(x, fix,y—h
- 00+ 2]y

Lorsgu’il trouve un extrémum, le programme précise s'il s'agit d'un maximum ou
d'un minimum.

000 CLS
3010 FRINT "F({X,Y):METHODE DE RELAXATION": FRINT : FRINT

J020  PRINT "1- FROGRAMMATION DE LA FONCTION": FRINT

I0Z0  FRINT "2- RECHERCHE DES EXTREMA": FRINT : FRINT
2040 INFUT "VOTRE CHOIX:";E: FRINT

2050 IF E = 1 THEN LIST 11000 - 11999: END

J060  INFUT "XO=";X

070 INFUT "vyO="3Y

080 INFUT "FRECISION (1 A 8):"3;E:E = 10 ™ ( - E): FRINT

090 H = .001

2100 FOR K =1 TO 100

2110 GOSUB 11000:B = - 2 % F
2120 X = X + H: GOSUE 11000:A = F:R
I120 X = X - Z ¥ H: GOSUB 11000:A =

I>
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2140 A
2150

-

2160 F
2170
3180 Y
2190°Y
200 C
3210

-

I22o @
IZ2I0

2240 X

250 X

E?
T30

3340
11000
(2

11010

= A/
IF B =

20

=A/ BiXx=X-F
GOSUE 11060:D = - 2 X F

8]

/ HitB =B /H/ HX =X+ H
0> THEN FRINT "LA METHODE EST INADAFTEE"

= Y + H: GOSUE 11000:C = F:D =D + F
=Y - 2 % H: GOSUR 11000:C = C - F:D =D + F
=C/ 2/ HD=D/H/HY =Y+ H
IF D = O THEN PRINT "LA METHODE EST INADAFTEE":
20
=C /Dy =Y -0
IF { ABS (F) + ARS (M) » E THEN 2300
= X

- .01:Y =Y - .01: GOSUER 11000:M = F

(= X + .01:¥Y =Y + .01: GOSUE 1100G

FRINT : FRINT "X=";X: FRINT "Y="3Y: FRINT

IF F * M THEN FRINT "F(X,Y)="3F:;" (MAXIMUM)"
IF F < M THEN FRINT "F{X,Y)="3;F;" (MINIMUM)"
GOTO ZZ20

NEXT

FRINT "LE CALCUL NECESSITE TROF D*ITERATIONS"

FRINT : INFUT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMM

HEA 7

IF Z$ = "0O" THEN Z000

END

F=X XXX (45 + X ¥ (2 - X)) + Y XY x (45 +

- Y))
RETURN

c. Exemples commentés

e Exemple 1:

70

Y

11000 F=(XOkX=4XX=1) / (CAXY-YXY+1E6-Z¥ABS (X )+ (Y / (2%X=-5) )

F X, )

X0=1
7Y0=-2
FRECIS

:METHODE DE RELAXATION

ION (1 A 8):t

GOTO

GOTO

X



X=1.10504354
Y=-1.97761219

F(X,Y)=.1632039598 (MINIMUM)
VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME?:O
F{X,Y):METHODE DE RELAXATION

X0=1
Y0=-2
FRECISION (1 A 9):7

X=1.1148882
¥=-1.97125164
FOX,Y)=.16202836% (MINIMUM)

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMMET:N

Un minimum relatif de la fonction:

X =Ax—=1 Ly
xy —y?+16—2|xy 2x—5

est trouvé vers (1,11; —1,97).

Ici encore la précision est meilleure pour la valeur de la fonction que pour les
valeurs de x et y puisque, avec la précision minimale, quatre chiffres significatifs
sont obtenus pour f(x,y), contre deux pour x et y.

o Exemple 2.
11000 F=XXX ¥ {Q0+XK (4=2XX) ) +YXY X (Q0+Y¥ (4-2%%) )

F{X,Y¥):METHODE DE RELAXATION

-~
o, e I |
I
o=

m

n
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72

alalal

¥=-2.22225935E-08

Coy WYy
(AN I

8.887218B594E-14 (MINIMUM)

VOULEZ-\VOUS REUTILISER LE FROGRAMMET:0
F(X,Y):METHODE DE RELAXATION

X0=10
YO=10
FRECISION (1 A 8):S

X=5.55234205
Ve EEATATAT
Y=0. 092343273

FOXL,Y)=3116.920722 (MAXIMUM)
VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME™:(
F(X,Y):METHODE DE RELAXATION

X0=-10
YO=-10
FRECISION (1 A 8):5

X=-4,03224293
Y=-4,052724288

F{X,Y)=1344,4258  (MAXIMUM)
VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME?T:0
F(X,Y):METHODE DE RELAXATION

£0=10
Y0=-1C
FRECISION (1 A 8):5

‘=-4, 05274244
F(X,Y)=2230.875 (MAXIMUM)

YOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME®T:N



La fonction f(x,y) = (—2x* + 4x3 + 90x2) + (—2y* + 4y3 + 90y2) posséde la parti-
cularité de s'écrire également:

f(x,y) = g{x) + h(y)

La recherche des extrémums d'une telle fonction peut étre effectuée en calculant
indépendamment les extrémums de g et ceux de h.

Dans I'exemple, nous avons en plus la relation g = h, et nous connaissons les
extrémums de cette fonction, déja étudiée dans le second paragraphe: ils sont
obtenus pour les valeurs:

0=55523432
=-—4,0523432
y=0

La fonction f aura donc cing extrémums locaux, aux points:
(0,0); (a,0); (a.p); (B.a); (B.B)

Les couples (0,a); (a,0); (B,0); (0,B) ne conviennent pas car les extrémums obte-
nus en O et en o ou P sont de natures différentes; O correspond a un minimum de
la fonction, a et § a des maximums.

Selon le point de départ, le programme trouve |'un ou I'autre de ces extrémumes.

On peut également vérifier que les valeurs de f(x,y) sont trouvées avec la préci-
sion maximale.

5. Méthode du gradient

a. Principe

Avec la méthode de relaxation, la fonction est optimisée alternativement dans la
direction de I'axe Ox puis dans celle de I'axe Oy.

Avec la méthode du gradient, la fonction est systématiquement optimisée dans
la direction du gradient de la fonction.

A partir d'un point de départ (xy,y,) on forme la suite :
Xnt1=Xp+ U 1:'x(xnf\/n)

Yns1=Ynt H f’y(xnryn)
avec:

200 yn) + F,2(x0.y,)

f'xz(xnrr\/n) s 'x<xn1yn) + 2f,x(xn:yn) -f’y(xnryn) -f”xy(xnlyn) +f'y2(xn,yn).f' ’y(xann)
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2
La notation f, = 59%(— représente la dérivée mixte de f par rapporta x ety.

Si cette suite (x,y,) converge, elle converge vers un extrémum de la fonction.

b. Programme

L'utilisation est identique a celle du programme utilisant la méthode de
relaxation.

La dérivée mixte est calculée par la formule approchée:

. fix+hy+h) +fix—hy—h)—fix—hy+h)—flx+hy—h
Falbey) o

4000 CLS
4010 FRINT "F(X,Y):METHODE DU GRADIENT": FRINT : FRINT

4020  FRINT "1- FROGRAMMATION DE LA FONCTION": PRINT
40720  PRINT "2- RECHERCHE DES EXTREMA": FRINT : FRINT
4040  INFUT "VOTRE CHOIX:";E: PRINT

4020 IF E = 1 4EN LIST 11000 - 11999 END
4060 INFUT "XO=
4070 INFUT {3

:‘{
4030 INFUT "FRECISION (1 A $):"iE:E = 10 ™ (

- E): PRINT

4090 H = , 001
4100 FOR K = 1 TO 100

4110 GOSUER 11000:B = - 2 « F:D = - 2 % F
4120 X = X + H: GOGUE 11000:A = F:E = B + F
4170 X = X - 2 ¥ H: GOSUR 11000:A = A - F:BE = B + F
40 A=A/ 2/ H:BE=EFE / H/ H:X = X + H
4150 Y = Y + H: GOSUR 11000:C = F:D =D + F
41460 Y = Y - 2 % H: GDSUR 11000:0 = C ~ FeD = D + F
4170 C = C 2/ HiD =D/ H /H
4180 X = X - H: BOSUR 11000:L = F
419C¢ X = X + 2 % H: GOSUR 11000l =L - F
4200 Y = ¥ 4+ 2 % H: GOSUER 11000:L = L + F
X ¥ - 2 % Hr BOSUB 11000:L = L - F
X X + HiY =Y - H
AX A B+ 2XxXAXYXC¥L+CxCHxED
M o= 0 THEN FRINT "LA METHODE EST INADAFTEE": GOTO
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4270 IF  ABS (M) ¥ { ABE (A) + ABS (C)) > E THEN 47240

4280 %

i

Ao+ WGl = Y + L01: GOSUB 11C00:N = F

4290 ¥ = X - .01:Y =Y - ,01: GOSUE 11000

47200 PRINT @ FRINT "X="3;X: PRINT "¥="3;V¥: PRINT

47210 IF F > N THEN PRINT "FOX,Y)="3;F;" (MAXIMUM) "
43206 IF F < N THEN PRINT "F(X,Y)="3F;" (MINIMUM)"
42320 GOTO 4250

4740 NEXT K

I50  FRINT "LE CALCUL NECESSITE TROF D' ITERATIONS®

4260 FRINT : INFUT “VOULEZ-YOUS REUTILISER LE FROGRAMM
E7:"; 1%

4370 IF 7% = "0" THEN 4000

4780  END

11000 F = X % X X (45 + X % (2 = X)) + Y ¥ Y % (45 + Y ¥
(2~ Y1)

11010  RETURN

c. Exemples commentés
e Exemple 1.
Reprenons I'étude de la fonction:

x2 —4x —1 + y :
xy —y2 + 16 — 2|x]| 2x — 5

LIOOOF=(XXX-4%X=1) / (XXY-Y¥Y+1E6-CKABS X))+ (Y/ (2XX-3) 3

F{X,¥):METHODE DU GRADIENT

X0=1
YD=-2
FRECISION (1 A 8):2

X=1.118159%Z
Y=—~1.9897479

F(X,Y)=.163021836  (MINIMUM)



VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME?:D
F(X,Y):METHODE DU GRADIENT

X0=1
Y0=-2
FRECISION (1 A B8):5

X=1.11488373Z
Y=-1.97135385
F(X,Y)=.16202826% (MINIMUM)

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N

Nous retrouvons la méme valeur de f, mais les valeurs de x et y ne coincident
qu'a 10 5 pres: ceci reste toutefois conforme aux remarques précédentes sur la
précision.

e Exemple 2:
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11000 F=X¥X% (Q0+X% (4-2XX0) ) +YXYX (P0+YX (4-2XY))

F{X,Y):METHODE DU GRADIENT

X0=10
¥0=10
FRECISION (1 A 8):

R

SEATT AT
PRRULEN Papil, SR

- <
n

/oS EEATATTA

=T, «_";...'.;.-.:'4 et ul
FiX,Y)=2116.90722 (MAXIMUM)

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME™:0
F(X,Y):METHODE DU GRADIENT

X0=-3
¥0=3
FRECISION (1 A 8):5



LY [ = =l Sl hnd =
A=5.95234345

Y==4, 053224725
FX,Y1=2230.875 (MAXIMUM)

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME™:NM

De la méme maniére qu’'avec la méthode de la relaxation, un maximum différent
est obtenu selon le point de départ choisi.

6. Diminution et augmentation systématiques de la fonction

a. Principe

De méme que pour les fonctions d'une variable, il peut étre utile, voire indispen-
sable, de ne pouvoir effectuer que la recherche des minimums (ou des maxi-
mums) d'une fonction de deux variables.

Examinons le cas d'un minimum.

On fixe au départ un point (xg,yo) et un pas initial de découpage h.

On examine alors les valeurs prises par la fonction aux différents points:
{xo + h,yo + h}; {xg + h,yg—h); (xg — h,yg + h); {xg — h,yg — h)

Si en lI'un de ces points, la fonction est plus petite qu'en (xq,yo), on remplace
(xo,Yo) par ce point et on recommence.

Lorsque les quatre valeurs de la fonction sont supérieures, le pas h est divisé par
2, et I'encadrement se poursuit jusqu’a ce que h soit inférieur a une valeur fixée a
"avance caractérisant la précision.

b. Programme

La fonction doit ici encore étre définie a la ligne 110@@ du programme sous la
forme:

11008 F = COS(X«X—SIN(Y)/Y+3)

Il faut ensuite introduire au programme le point de départ (xq,yp), le pas initial h
ainsi que la précision.
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Programme de recherche des minimums:

S000 CLS

5010 PRINT "F(X,Y):DIMINUTION SYSTEMATIGUE": FRINT : FRINT

5020 PRINT "1- PROGRAMMATION DE LA FONCTION": FRINT

5020 FRINT "2- RECHERCHE DES MINIMA": FRINT : FRINT

3040  INFUT "VOTRE CHOIX:"3E: FRINT

050 IF E = 1 THEN LIST 11000 - 11999: END

S0A0 INFUT "X0=";X

S070 INFUT "YO=";VY

5080 INFUT "H="3H

5020 INFUT "FRECISION (1 A 8):";E:E = 10 = ( - E): FRINT

S100  FOR E = 1 TO 200

5110 BOSUB 11000:A = F

120 X = X - H:Y =Y - H: GOSUER 110060

5120 IF A » F THEN 5230

5140 X = X + 2 % H: GOSUEB 11000

51530 IF A » F THEN 3230

S160 Y = Y + 2 % Hr GOSUE 11000

5170 IF A » F THEN 5230

9180 X = X - 2 % H: GOSUER 11000

5190 IF A » F THEN 2230

S200 X = X + H:Y =Y - H

3210 IF H « E THEN FRINT : FRINT "X=";X: PRINT "Y=";¥Y

FRINT : FRINT "F(X,Y)="3A: GOTD S250

9220 H = /2

S220 NEXT K

5240 PRINT "LE CALCUL NECESSITE TROF D" ITERATIONS"

5250 PRINT : INFUT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMM
E?e": 1%

5260 IF 7% = "0O" THEN 3000

227¢ END

11000 F = X % X ¥ (45 + X x (2 = X)) + Y ¥ Y % (45 + Y ¥
(2 - YY"

11010 RETURRN
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Programme de recherche des maximums:

7000 CLE

7010 FRINT "F{X,Y):AUGMENTATION SYSTEMATIOUE": FRINT :
FRINT

7020 PRINT "1- PRDGRAMMATION DE LA FONCTION": FRINT

7020 PRINT "2~ RECHERCHE DES MAXIMA": FRINT : FRINT

7040 INFUT "VOTRE CHOIX:";E: FRINT

7050 IF E = 1 THEN LIST 11000 - 11999: END

FO&0  INFUT "XO="3X

7070 INPUT "YO="3Y

7080 INFUT "H=":H

7090 INFUT "FRECISION (1 A 8):";E:E = 10 ™ ( - E): FRINT

7100 FOR E = 1 T0O 200

7110 BOSUR 11000:A = F

7120 X = X = H:Y = Y - H: GOSUB 11060

71200 IF A THEN 7230

7140 X = + H: GOSUER 11000

7150 IF THEN 7230

7160 Y = + H: GOSUE 11000

7170 IF THEN 7230

7180 X = - H: GOSUR 11000

7190 IF 7 THEN 7230

7200 X = + H:Y =Y - H

7210 IF H < THEN FRINT : PRINT "X="j;X: PRINT "¥="3¥
1 PRINT : PRINT "F(X,Y)="3A: GOTO 7250

TR20 H = ;2

7230 NEXT E

7240 FRINT "LE CALCUL NECESSITE TROF D' ITERATIONS"

7250  PFRINT @ INFUT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FPROGRAMM
E?r "3 2%

7260 IF 2% = "0O" THERW 7000

7270  END

11000 F = X ¥ X ¥ (45 4+ X % (2 - X)) + Y ¥ Y ¥ (45 + Y ¥
(2 = ¥))

11010 RETURN

+

I > D < DD
MmI I MI I ™M
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c. Exemples commentés

Id

o Exemple 1:

Considérons la fonction:

80

f(x,y) = cos{x® —

EELX+3)
y

11000 F=COS (X¥X-SIN(Y) /Y+I)
FOX,Y) e DIMINUTION SYSTEMATIRUE

FRECISION (1 A 8):2

X=, 957812501
f=1,1378125
FoR,Y)=-,5999987095

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:O
FOX,YieDIMINUTION SYSTEMATIGUE

VOULEZ-VDUS REUTILISER LE FROGRAMMET: 0
FOX,Y):DIMINUTION SYSTEMATIGUE

x0=2



[}

~

B ol al

‘RECISION (1 A 8):8

m I =<

X=1.05108897

Y=, 47262207

F(X,Y)=-1

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N

Cette fonction posséde une infinité de minimums correspondant tous a la valeur
(—1). Les valeurs initiales xq, yg et h influent alors énormément sur le minimum
obtenu: dans lI'exemple, a (xy.yo) fixé, les deux valeurs h=0,23 et h=0,22
conduisent a des minimums différents.

o Exemple 2

Reprenons un des problémes du chapitre précédent, a savoir la détermination
d'une racine du systeme

{ f(x,y) =0
glx,y) =0
Posons:

hix,y) = fAx.y) + g?(x.y)
La fonction h est toujours positive; O en est donc un minimum.

On peut donc chercher les minimums de h, et ceux qui correspondront a une
valeur nulle de la fonction seront racines du systéme initial.

Considérons I'équation complexe z2+z+ 1 =0, qui peut étre résolue en
étudiant le systeme:

{xz—y2+x+ 1=0
2xy +y=0
Minimisons alors la fonction:

hix,y) = (xX2—yZ2+x + 1)2 + (2xy + y)2

11000 F=(X¥X-YRY+X+1) "2+ (2KXXY+Y) 2

F(X,Y):DIMINUTION SYSTEMATIGUE
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Les deux racines (——1—

X==.39

Y=-.866025448

F(X,Y)=5.83214032E-15

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME™:0
F(X,Y):DIMINUTION SYSTEMATIOUE

X0=-3
Y0=73

H=1

FRECISION (1 A 8):7

X=—.5
Y=.Bbb025448
F(X,Y)=5.83214032E-15

VOULLEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME?:N
V'3 1 V'3

2 , 2 ) et (“7, — —2—) sont

trouvées. (Du fait des

erreurs numériques, la valeur de f, de I'ordre de 10-14, peut étre considérée
comme nulle.)

o Exemple 3

Cherchons maintenant les maximums de la fonction:
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f(x,y) = cos(x? —

siny +3)
Yy

11000 F=COS(X¥X=SIN{Y)/Y+3)

FOX,Y): AUGMENTATION SYSTEMATIQUE



x0=2
¥YO=2

— o
e oalelr

FRECISION (1 A B):8

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME?: (O
FOX, Y2 s AUGMENTATION SYSTEMATIGUE

X0=2
y0=2
H=.73
FRECISION (1 A §):8

X=1.9249084%5

Y=2,07472534
Fix,Y)=1

VOULEZ-VRUS REUTILISER LE FROGRAMMET:N

La fonction posséde une infinité de maximums correspondant a la valeur 1. Ici
encore, le choix de x,, Yo et h conditionne le résultat.

7. Conclusion sur les méthodes d’optimisation

La recherche d’extrémums des fonctions de deux variables constitue un probléeme
délicat.

Les difficultés proviennent plus souvent de la fonction elle-méme que des
méthodes de résolution: les fonctions ont fréquemment des branches asympto-
tiques vers linfini qui font diverger la méthode, ou encore une infinité
d’extrémums.

Pour ces raisons, il est préférable de connaitre un ordre de grandeur de I'extré-
mum cherché, de maniére a pouvoir écarter les résultats erronés.
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Représentations
4 graphiques

1. Introduction

Nous allons maintenant nous tourner vers les possibilités graphiques des micro-
ordinateurs, et utiliser I'écran pour afficher en haute-résolution les représenta-
tions de plusieurs types de fonctions.

La plupart des micro-ordinateurs posséde un mode graphique haute-résolution
ainsi que de puissantes instructions BASIC permettant de I'utiliser facilement.

Nous pourrons donc tracer les courbes d'équation y = f(x), les courbes d'équa-
tions paramétrées et les courbes d’équation polaire.

Nous verrons ensuite un programme de représentation de surfaces en perspec-
tive cavaliére, qui nous permettra de mieux appréhender les fonctions de deux
variables.

Nous nous intéresserons enfin a titre d'application a la simulation du jeu Spiro-
graphe, qui permet a I'aide de roues dentées de dessiner toutes sortes de rosaces.
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Il est cette fois indispensable d’introduire le menu suivant avec le premier
programme; en effet la présence de sous-programmes entre les lignes 500 et
90@ empéche un fonctionnement autonome des programmes:

100 TEXT :CLS
110 PRINT TAR{ Z); "REFRESENTATIONS GRAFHIQUES": FRINT

120 FRINT : FRINT "1- COURBE Y=F (X"

120 PRINT @ FRINT "2- COURBE FARAMETREE X=F({(T) Y=G(T)
140 FRINT @ FPRINT "Z- COURBE FOLAIRE R=F{T)"

150 PRINT : PRINT "4- SURFACE Z=F (X, Y)"

160 PRINT : FRINT "S- SIMULATION DU SFIROGRAFH"

170 FRINT : FRINT "é&- FIN"

180 FRINT @ INFUT "VOTRE CHOIX:":;E

190 ON E GOTO 1000,2000, 2000, 4000, 5000, 6000
200 BOTO 180
&000  END

L'ensemble nécessite environ 8 Koctets de mémoire.

2. Courbes d’équation y - f(x)

a. Programme

La méthode utilisée est trés simple; I'axe horizontal étant celui des abscisses x,
on associe a chaque x la valeur f(x) et on trace un segment de droite entre le
point (x,f(x)) et le point précédent.

Il faut définir la fonction a représenter a partir de la ligne 5@@, sous la forme:

500 Y1
510 IF X<> 0 THEN Y=SIN(X)/X
599 RETURN

Aprés avoir lancé le programme, il faut introduire les bornes du domaine de
définition.

Il est possible de choisir I'échelle sur I'axe vertical en introduisant les valeurs
minimale et maximale désirées; dans le cas d'une réponse négative, le

programme calcule les extrémums de la fonction, et représente la fonction en
utilisant toute la hauteur de |'écran.
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Les deux possibilités présentent des avantages: le fait de choisir I'échelle permet
par exemple de centrer les axes sur I'écran et de maintenir une échelle constante,
ce qui autorise une comparaison directe entre différentes fonctions. L'échelle
automatique permet de tracer la courbe sans en connaitre les extrémums, et
utilise tout I'écran pour le tracé.

Il est également possible de représenter des axes gradués. Les valeurs des
graduations sont des puissances entiéres de 10 (par exemple 0,01; 1; 10...); la
valeur est calculée par le programme de facon a optimiser la lisibilité. Il faut donc
avoir un ordre de grandeur des valeurs prises par la fonction pour savoir exacte-
ment la longueur comprise entre deux graduations.

Le programme utilisant la haute-résolution graphique de l'ordinateur, voici la
signification des commandes graphiques employées:

HIRES: place I'ordinateur en mode haute-résolution.

TEXT: place I'ordinateur en mode texte. (Certains ordinateurs ne distinguent pas
mode texte et mode haute-résolution.)

LINE(A,B)-(C,D): trace un segment de droite entre les points de coordonnées
(A,B) et (C,D).

Ces instructions (ou leur équivalent) sont présentes sur la plupart des micro-
ordinateurs; il ne devrait donc pas se présenter de difficultés d'adaptation.

Les valeurs C et L définies a la ligne 1@ du programme définissent la résolution
de I'ordinateur (C nombre de colonnes, L nombre de lignes); il faut donc adapter
ces valeurs a chaque machine. Sur Apple |l par exemple, la résolution est de
280 x 160; on programmera donc:

16 C 279: L 159
10 © = 279:L = 159

S00 Y =1

310 IF X < = O THEN Y = SIM (X) / X
599 RETURN

1000 TEXT :CLS

1010 FRINT TAE( ) ;"COURBE Y=F{X)": PRINT

1020 FRINT "1- PROGRAMMATION DE LA FONCTION": FRINT
1030 FRINT "2- TRACE DE LA COUREBE": FRINT : FRINT
104G INPUT "VOTRE CHOIX ";E

1030 IF E =1 THEN LIST 2006 - 59%: END

1060 FRINT @ FRINT

1070 INFUT "X MIN:"3XN

1080 INFUT "X MAX:"; XM

1090 IF XM = XN THEN 1070
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1100  PRINT : PRINT : INPUT "VOULEZ-VOUS CHOISIR L°ECHE
LLE?:"; 7%

1110 IF 2¢ < » "0" THEN 1150

1120  PRINT : FRINT

1130 INFUT "Y MIN ;YN

1140 INFUT "Y MAX ";YM

1150 FRINT : INFUT "VOULEZ-VOUS LES AXES:";VY$

1160 IF 7% = "0" GOTO 1260

1170 X = XN

1180 GOSUE 500

1190 YM = Y:YN = Y

1200 IN = (XM - XN) / 100

1210 X = X + IN

1220 GOSUE 500

1220 IF Y > YM THEN YM

1240 IF Y < YN THEN YN = Y

1250 IF X ¢ XM THEN 1210

1260  TEXT :HIRES

1270 IF Y$ = "0" THEN GOSUE 10000

1260 1 = 2

1790  GOSUE 1400

1200 XF = 2:YF = YY

1710 FOR I = 3 70 C - 2

1720  GOSUE 1400

1720 IF YF > L OR YF < O OR YY > L OR YY < O THEN 1350

I
<

1240 LINE(XF,YF) - (XF + 1,YY)

1350 XF = I:YF = YY

1260 NEXT 1

1270 INFUT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMMET:";Z
1280 IF 7% = "0" THEN 1000

1290 GOTO 100

1400 X = XN + (I - 2) ¥ (XM = XN) / (C - 4)

1410 GOSUR 500

1420 YY = INT (Y = YM) ¥ (L - 4) /7 (YN - ¥YM) + 0.3) +

1470  RETURN

Le sous-programme 10@0@@ se charge de représenter les axes et les graduations ;
il est commun aux trois programmes de tracé de courbes, il suffira donc de
I'introduire en méme temps que le premier programme:
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10000

XA = INT (XN / (XN - XM) ¥ (C - 4)) + Z:¥YA = IN

(YM / (YM - YN) % (L - 4)) + 2
10010 IF XA » = O AND XA < = C THEN LINE(XA,O0) - (XA
oL

10020

IF YA =

O AND YA < = L THEN LINE{O,YA) - (T,

Y&)

100320
1)
10040
1)
10050
100860
10070
10080
10090
10100
G
1o1io
16120
101720
14140
JH
10150
10180
10176
10180
10190
)
10200
10210
10220
G
102730
1024C
10250
10280

10270

—
s

10280 Y

10290
10200
10710

10320

ra

FX 10~ ( INT ( LOG (&¥XM - XNy /7 4) /7 LOG {10)

FY = 10 =  INT ( LOG ({YM — ¥YNY / 4) / LOG (10}

HY = FX /7 (XM - XM ¥ (C - 4)
HY = FY / (YM - YNO X% (L - 4)
X = XA:sY = YA
IF YA < O OR YA » L THEN 10200
DG = - 2 + (2 - YA + ABS (2 - YA / 2
LG =2 - (YA -L + 2+ ABS (YA - L + 2

IF ¥& » C THEN 10140
X = X + HX
IF X < O THEN 10120
IF X < = C THEN LINE(X,Y + DG} - (¥,¥Y + DG + LG
GOTOD 10120
= XA
IF X4 < O THEN 10200
= X = HX
IF X = C THEN 10170
IF ¥ » = G THEN LINE(X,Y + DG) - (X,Y + DG + LG
GOTO 10170
IF XA < O DR XA » C THEN RETURN
DG = - 2 + (2 - XA + ABS (2 - X&)y /2
LG =2 - (XA -C+ 2+ ABS (XA -C + Dy /2 =D

X

X

3] F
i

X = XA
IF YA » L THEN 10290
Y o= ¥ + HY
IF Y < O THEN 10250
IF ¥ < =L THEN LINE(X + DG,Y) - (X + DG + LG,Y
GOTO 102906

f = YA

IF YA O THEN  RETURN
Y = ¥ — HY

IF Y = L THEN 10200

g

"
-
.

IF ¥ » = 0 THEN LINE(Y + DG,Y) - (X + D
GOTD 10OZI00
RETURN



b. Exemples

e Exemple 1

Représentons la courbe d’équation:

5x . .
y=—— {cubique serpentine)
1+ x
pour:
x € [—-10;10]

O

Le tracé fait apparaitre deux extrémums de la fonction situés approximativement
aux points (—1;—2,5) qui correspond au minimum, et (1;2,5) qui correspond au

maximum.

Le calcul des zéros de la dérivée de f confirme ce résultat.

o Exemple 2
Considérons I'équation de la gausienne.

XZ

y=e"
et tracons la courbe pour:
x € [—-3,3]
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Cette courbe décroit trés rapidement de part et d'autre de I'axe Oy et vient se
confondre avec l'axe Ox.

o Exemple 3
Représentons la courbe d’équation

sin x
X

pour:

x € | 20,20].

ﬁv/\\?/\ | /\‘L\j/xv,g
YRRV,

Les graduations valent dix unités sur I'axe des abscisses, un dixieme d'unité sur
'axe des ordonnées.
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3. Courbes d’équations paramétrées

a. Principe

Les courbes paramétrées sont définies par deux équations donnant les coor-
données x et y d'un point de la courbe en fonction d'un parametre t que |'on fait
varier:

{ x = f(t)

y =glt)

On remarque que les courbes d'équation y = f(x) sont un cas particulier de
courbes paramétrées; en effet, si I'on pose x =t, il vient:

{ x=t
y = glt) = glx)
La représentation est plus délicate que celle d'une courbe y = f(x) ; pour celle-ci, il

suffisait en effet de calculer des points correspondants a des valeurs équidis-
tantes de x pour obtenir une excellente représentation.

Dans le cas de courbes paramétrées, il n‘est pas possible de procéder de la
méme maniere avec le parameétre t; si on fixe un incrément At constant, il pourra
arriver qu'entre deux valeurs de t séparées de At, les points soient trés éloignés,
ou alors confondus; la seule solution pour obtenir un tracé précis consisterait
alors a choisir un incrément At trés faible; le tracé serait cependant tres lent.

Nous avons donc décidé d'utiliser un incrément variable. Nous fixons au départ
une valeur de lI'incrément, nous calculons deux points consécutifs et la distance
les séparant; si celle-ci est supérieure a une valeur fixée, nous divisons l'incré-
ment par 2; si au contraire la distance est plus faible qu'une autre valeur fixée,
nous multiplions le pas par 2.

Cette solution permet donc de tracer des segments de longueur a peu prés cons-
tante, ce qui optimise finalement le temps de calcul et la précision du tracé.
b. Programme

Il faut définir les deux fonctions donnant X et Y en fonction de T a partir de la
ligne 80@ du programme sous la forme:

808 X -COS(T)
818 Y-SIN(T)
899 RETURN
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Il faut ensuite introduire les valeurs extrémes prises par le parametre.

Il est ici encore possible de fixer les échelles cette fois sur les deux axes, ou de
laisser le programme calculer les extrémums des deux fonctions X et Y et tracer
la courbe sur tout I'écran.

10 C = 279:L = 159

700 IF PN = 1 THEN 800

00 U = COS (M:V = SIN (T)

810 X = U ¥ U ¥ Uy =V x V x V

899 RETURN

2000 TEXT :CLS

2010 PRINT  TABEC 3);"COURBE FARAMETREE X=F(T) Y=G(T)"
: FRINT : FRINT

2020 PRINT "1- FROGRAMMATION DES FONCTICNS": FRINT

2020 PRINT "2- TRACE DE LA COUREE": FRINT

2040  INFUT "VOTRE CHOIX:";E

2050 IF E = 1 THEN LIST 800 - 899: END

2060 FRINT : FRINT

2070 INFUT "T MIN ":iA

2080 INFUT "T MAX ":B

2090 IF A = B THEN 2070

2100 PN =1

2110 GOSUE 11600

2120 INFUT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME?:";Z%

2120 IF Z$ = "0" THEN 2000

2140  GOTO 100

Le sous-programme 110@@ constitue en fait la partie active du programme
puisque c'est lui qui trace la courbe; il est commun aux programmes de courbes
paramétrées et polaires, il ne sera donc pas nécessaire de I'introduire deux fois.

11000 BPRINT @ INFUT "VOULEZ-VOUS CHOISIR L ECHELLE "2
%

t1o1o  IF Z¢ < = "0" THEN 11080

1102C PRINT @ FRINT

PLOT0  INFUT 'Y MIMN "3 XN

11040 INFUT "X MAX "3 XM

12050 IRFUT "Y MIN "3 VYN

T1080  INFUT "Y MAY "1 YM

11070 IF XH o= XM OR YN = YM THEN 11070
11080 FRINT @ INFUT "VOULEZ-VOUS LES AXES:":;¥$

L10O%0 TF 7% = "0 THEN 11220
11100 T = AFD = 0
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11110
11126
11170
11140
11150
11160
11170
11180
11190
11200
11210
11220

17270

123
11240
11250
112480
R

4
12830

11350
£

112460

11400 LINE (XF,¥YF) = (XX,YY)

XM

YM o= Y

GOSUR 700
W= X

B Y
= (B - &) /7 100
=T + H

EF0SUR 700

IF = KM THEN XM
IF
IF
IF
IF .
TEXT :HIRES

IF ¥$ = "0" THEN
= A:FE = 0

GOSUR 700

i

I X
v
1

<l

YN THEN YR

e

XF o= INT ((X - XN)
YE = INT (Y - YM)
IN = (B - &) / 100

11290

=T+ IN
GOSUE 700
IF F1 = 1 THEN F1

XX o= INT (X — XNJ
PYY o= INT (Y - YMD
po= (X¥ = XPyo¥ (XX

IF D 5 15 THEN T =

IF D« 2 THEN T =

IF ¥F » C 0OR XF <

IF ¥x > O OrR XX

11410 KE = O

11420
11470

Lol ’
114

40

-

.

f F' = :{ \"‘ H ."rl F’ = Y “Y'

IF T + IN <
RETURN

E THEN

< XN THEN XN =
¥YM THEN ¥M =

it

< = <

B THEN 1115

E0SUR 10000

(XM = XN) ¥
(YN = YM) ¥

GOTO 11250

(XM -~ XN) ¥
(YN = ¥M) %
- XFY o+ (YY -
THEN T = T + IN
IN:IN = IN

IM:IN = IN ¥ 2:

YF

OF

-

7y

113290

- 4y o+
-4y o+

. OR YR

C - 4y +

-
Hy o+ 2

3 ra

(VY - YP)

fDikk =

GOTO 1147

O THEN 114

O THEN 114
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c. Exemples

o Exemple 1:
Soit le cercle d'équations:

{x:cost
y =sint

Le cercle est entiérement obtenu avec t € [0,2x].

———,

3
LN S S M S A g

1+t
LY

o Exemple 2:
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La trochoide admet les équations paramétrées:

x=2t—3sint
{y=2—3cost

Nous avons choisi cette fois I'échelle:

Xmin=—17 Xmax = 17
Ymin = —1 Ymax = 8
et t€[-99]
o Exemple 3.

La trajectoire d'un point appartenant a la circonférence d'une roue en mouve-
ment est appelée cycloide; ses équations sont:

{x:t — sint
y=1 — cost

Nous avons choisi:

Xmin = ~7.5 Xmax = 7.5
Ymin = 0 Ymax = 4
et t€[-9.9]

o Exemple 4.
Les équations de I'hypocycloide @ quatre points de rebroussement sont:

{x:cos3t
y = sin3t
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Représentons-la pour t € [0,27]|

T

—d el

i
+——

o Exemple 5 .
Soit la courbe d’équations:

{x (1 + cos?t) sint
y sin’t cos't

Tracons-la pour:

t € [02n]

[P WO W S W S S|
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o Exemple 6 :

Nous allons maintenant représenter le Folium de Descartes dont les équations
sont:

~ 3t
X=14+¢
y= 3t?
1 +13
pour:
t € [-10,30]
Les deux fonctions ne sont pas définies au point de parametre t=—1; on a en
effet:
lim x(t) = +o0 lim x(t) = —o0
t- -1 t—--—1"
et
lim y(t) = —o0 limy(t) = +o00
to -1 to>—1"

Le programme tel que nous |'avons utilisé jusqu'a présent ne permettait que le
tracé de courbes continues.

Nous avons cependant prévu un moyen de contourner ies points de discontinuité
(qui correspondent le plus souvent a des points ol la fonction n’est pas définie).

Programmons alors:

800 IFT> 1.2 ANDF2 0 THEN T 0.8:F1 1:F2 1
810 X 3% 1/(1+TxTxT)

820 Y 3«T+T/(1+TxTxT)

899 RETURN

Nous avons introduit deux drapeaux F1 et F2.

Le fait de placer le drapeau F1 a 1 provoque une interruption du tracé: en effet,
le programme procéde habituellement en tracant un segment de droite entre le
point courant et le point précédent. Le fait de placer F1 a 1 redéfinit le point de
départ aprés avoir changé la valeur du parametre, ce qui réalise le saut recherché.

Le drapeau F2 empéche simplement que le méme changement de parametre
soit effectué plusieurs fois; en effet, des que T devient supérieur a —1.2 pour la
premiére fois, le test est positif et le saut de paramétre est effectué (T = —0.8), le
programme est prévenu du saut par F1 = 1, et le fait de placer F2 @ 1 empéchera
le test d’étre positif a |'itération suivante, pour laquelle T sera toujours supérieur
a— 1,2
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Il est parfaitement possible de représenter des courbes possédant plusieurs
discontinuités; le programme s'écrirait alors par exemple:

809 IF T>0 AND F2=0 THEN T=1:F1=1:F2=1
819 IF T>10 AND F2-1 THEN T=11:F1=1:F2=2

4. Courbes d’équation polaire

a. Principe

Une courbe polaire est une courbe dont |I'équation est définie & partir des coor-
données polaires des points qui la constituent:

b - —
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Les coordonnées polaires sont alors:
- la distance r du point M a l'origine O,
- l'angle 6 défini par les deux demi-droite Ox et [OM).

Les formules de passage des coordonnées polaires aux coordonnées rectangu-
laires sont:

{x:r cos 6
y=r sinf

Une équation polaire sera du type:

r = f(0)

b. Programme

Pour représenter les courbes polaires, le programme utilise les formules:
x=r cosf
y=rsinf

et se raméne au tracé d'une courbe d'équations paramétrées.

Pour cette raison, il n’est pas nécessaire de réintroduire le sous-
programme 11@@0.

L'utilisation est donc identique a celle du programme précédent, seule différe la
définition de la fonction qui doit étre effectuée a partir de la ligne 990 :

999 R 1
918 IF T<>0 THEN R SIN(T)/T
999 RETURN

10 € = 27%9:L = 159
700 IF PN = 1 THEN 300
710 GOSUE 900

70 X = R ¥ COS (T)

JIOY = R *& SIN (T

740 RETURN

00 R =1

P10 IF T < » O THEWN R = SIN (T) /T
799 RETURN

200C¢  TEXT :CL5

010 FRINT  TAEBC S)3"COURBE FOLAIRE R=F{THETA!": FRINT
FRINT

020 FRINT "1- FROGRAMMATION DE LA FONCTION": FRINT
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030
040
2050
ZOL0
Z070
2080
=090
100
3110
F120
2130

2140

FRINT "2Z- TRACE DE LA COURBE": PRINT :

INFUT "VOTRE CHOIX ";E
IF E =1 THEN LIST 200 - 992: END
FRINT : FPRINT
INFUT "TMIN "3 A
INFUT "THMAX ":H
IF A = B THEN 2070
FN = 2
GOSUE 110006

FRINT

INFUT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME?:";Z%

IF 2¢ = "0" THEN Z000
GOTD 100

c. Exemples

o Exemple 1:

Représentons la cochléoide d'équation:

_ ,sig,,Q avec 0 € [—30:30]

Lorsque 18] augmente, la courbe tend vers le point O en effectuant des boucles
de plus en plus serrées.
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o Exemple 2.

La spirale d'Archiméde posséde une équation trés simple:
r=9

Représentons-la pour 6 € [0,40].

e

o Exemple 3

1 . .
L'équation r=9 est celle de la spirale hyperbolique.

Nous choisirons cette fois I'échelle:

Xmin = —0.,6 Xmax = 0,6
Ymin=—0,6 Ymax = 0.6
et § € [1,25]

——

4-

-+
p
. &
~+ \%‘_
4
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La courbe s’enroule autour du pointO tout en s'en rapprochant: en effet
lim r(6) = O, on dit alors que le point origine est point asymptote de la spirale.

0 -+

e Exemple 4
Le limacon de Pascal a pour équation:

r=1+2 cosf

Nous le tracerons pour § € [0,2n|.

e Exemple 5:
La courbe d'équation:
r—2 cos20 — cosf

est appelée scarabée; représentons-la pour 6 € [0,2xn].
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o Exemple 6
Nous terminerons par la rosace a quatre branches:

r=sin 20 avec 6 € [0,2xn].

5. Représentation de surfaces

a. Principe

Nous nous intéressons maintenant aux fonctions de deux variables.

La représentation des fonctions d’'une variable s'effectue dans un espace a deux
dimensions; une pour la fonction, une pour la variable. Il est donc logique que les
fonctions de deux variables nécessitent trois dimensions; toujours une pour la
fonction, mais deux pour les variables. La représentation graphique est cette fois
une surface.

Nous avons choisi de représenter ces surfaces en perspective cavaliere, le choix
des axes étant le suivant:
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z  fixy)
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N
~
~
~ gMixo.v0.20)

La fuyante (axe des x) est a 45° et le coefficient de réduction adopté est O,5.

La méthode consiste alors a choisir deux valeurs x et y, a calculer f(x,y), et a
placer le point M de coordonnées (x, y, z = f(x,y)) dans le repére (O, x, y, z); il ne
reste plus ensuite qu'a effectuer la projection nécessitée par la perspective
cavaliere.

b. Programme

Le programme procéde par quadrillage de la surface de définition (O, x, y); pour
chaque point ainsi obtenu, des segments de droite sont tracés, le reliant aux
points précédemment placés.

Plus le quadrillage effectué est serré, meilleure est la définition; cependant la
représentation peut devenir confuse. Nous avons donc laissé la possibilité de
choisir la résolution du tracé, en fixant ce que nous avons appelé pas de
représentation.

La résolution prise par défaut est de 12 pas sur I'axe Ox et de 16 pas sur I'axe Oy.
La résolution maximale est 30 x 30 il est cependant possible de I'augmenter en
redimensionnant les tableaux X% et Y% a la ligne 20.

Pour utiliser le programme, il faut bien sir commencer par définir la fonction:
ceci se fait a partir de la ligne 4900 du programme, sous la forme:

4900 R SQR(X+X YY)

4919 7 1

4920 IF R<>0 THEN Z SIN(R)/R
493¢ RETURN

Il faut ensuite introduire le domaine de définition de la fonction sous la forme des
quatre bornes X, Xmax: Ymin: Ymax €t fixer également I'échelle sur I'axe Oz
(me,Z

max)'

Enfin, on peut éventuellement choisir la résolution.
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10 C = 279:L = 159

20 DIM XU (Z0) Y4 (Z0)

4000 TEXT :CLS

4010 PRINT TAB({ 5)3;"SURFACE ZI=F(X,Y)": FRINT : FRINT

4020 PRINT "1- FROGRAMMATION DE LA FONCTION": FRINT
4070 FRINT "2- TRACE DE LA SURFACE": FRINT : FRINT
4040  INPUT "VOTRE CHOIX ";E

40530 IF E = 1 THEN LIST 4200 - 4999: END

4060  PRINT @ FRINT

4070 INFUT "X MIN "3;XN

4080  INFUT "X MAX "3 XM

4090 INFUT "Y MIN ";YN

4100 INFUT "Y MAX ":Y

4110 INFUT "Z MIN ";ZN

4120 INFUT "Z MAX "3 IM

4170 IF XN = XM OR YN = YM OR ZN = IM GOTO 4070
4140 kE = 2 % SBR (2)

4150 C1 INT (C /7 (1 + SER (2) 7/ 4))

4140 C2 INT (C1 7 KD

4170 LX = XM - XN

4180 LY = YM - YN

4190 LZ = IM - IN

4200 X1 = C - C1

4210 ¥1 = IM /7 LZ ¥ (L - CZ)

4220 MX = 12:MY = 146
APEZ0 0 PRINT @ PRINT @ INFUT "VOULEZ-VOUS CHOISIR LA RES
OLUTION "2

4240 IF I$ < » "0" BOTO 4290
4250  PRINT @ FRINT
4250 INFUT "FAS SUR L"AXE DES X ";MX
4270 INFUT "FAS SUR L'AXE DES Y "3MY
4280 IF MY = Z0 OR MY » Z0O THEN 4250
4290 TEXT :HIRES
4700 X = IW:Y = YN

GOSUR 4900
Xi = X1
YYo= INT (Y1 - (L - C2)y ¥ 2 /7 LI + 0.5

IF ¥Y « 0O 0OR YY = L THEN YY 2% L
XA (0) = XXa¥Yu{d)y =YY
TAD XF o= XX:iYFP o= oYY

FOR RY = 1 TO MY
¥ = YN + RY % LY / MY
%S GOSUE 4900
4400 XX =  IMT (X1 + RY /7 MY ¥ C1 + 0.5
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4410 ¥YY = INT (¥1 - (L - C2) % 2 / L
4420 IF ¥YY < 0 OR ¥YY » L THEN YY = 2 %
4470 IF YP < O DR ¥YP > L OR YY < O D }

4440 LINE(XF,YF) — {XX,YY)

4450 XF = XX:YF =YY

4450 XA RY) = XX:YA(RY) = YY

44706 NEXT

44280 FOR R = 1 TO MX

4470 X = XN + RY % LY / MX:Y = YN

4500 GASUR 4300

4510 Xxo o= INT (X1 - RX /K /S MX X C1 + 0.3)

4520 ¥YY = INT (Y1 + RX /7 K / MX ¥ C1 - (L - C2) ¥ 2 /
- -

4520 IF ¥Y < G OR ¥Y » L THEN YY = 2 X L

4544 f: = XA0) iKY = YU (0)

4550 XY = LAY A4A(0) =YY

4550 YF = XXiYF = YY

4770 IF EY < 0 OR EY > L OR YY < 0 0OrR ¥YY » L GOTO 4390

4380 LINE(EX,EY: — (XX, YY)

4590 FOR RY = 1 TO My

4600 % = YN + RY * LY / MY

44610 GOSUE 43060

4820 X4 = INT (X1 + (RY / MY - RX / K / MX) % Cl + 0.5

YYo= INT (Y1 + RX /K / MX % C1 - (L - C2) % 2 /
7+ 0.5
4440 IF YY ¢ O DR YY L THEN YY = 2 % L

4650 KX = CLIRYIGEY = YL(RY)

4640 IF YF ¢ 0 DR YR » L OR YY < O OR YY » L GOTO 4700

4670 LINE(XF,YFY — (XX, YY)
4580 IF kY < O DR EY » L GOTO 4700
4670 LINE (EX, YD — (XX, YY)
A700 YUIRY) = XX:YYWI(RY) = YY
471C¢ XF = XYiYF =YY
200 HEXT RY
4730 NEXZT RY
4740 INFUT "WOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME?:":7%
4754 IF I3 = "0O" GOTO 4000
4760 BEOTO 100
4900 R = S0R (4 ¥ 1+ Y X Y)
4910 2 = |
4920 IF R < 0 THEW Z = 5IM (RY / R
L

e
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c. Exemples commentés

Les quatre premiéres surfaces que nous représenterons posséderont la symétrie
de révolution autour de |'axe Oz ; elles s’appuieront de plus sur des courbes géné-
ratrices que nous avons déja rencontrées.

o Exemple 1.
Posons:
Représentons alors la gaussienne de révolution dont I'équation est:
zZ—=e
Nous la programmerons ainsi:
4900 R = SER (X ¥ X + Y x Y)

4910 Z = EXF ( - R ¥ R)
4920 RETURN

et nous la tracerons avec:

xmin =-3 xmax 3
Y min = —3 Ymax =3
Zin = 0 Zmax =2

résolution 20 x 26

Xmin=--1.5
Ymin=—15
Zmin: 0

résolution 20 x 26
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Les représentations présentent donc I'aspect d'un grillage qui aurait été déformé
pour épouser la forme de la surface.

o Exemple 2.

Soit I'équation:

Tracons la surface pour:

Xmin = — 1 Xmax =1
Ymin =—1 Ymax =1
Zmin =—10 Zmax =

résolution 30 x 30

o Exemple 3.
Soit I'équation:

sin (r)
r

On obtient avec:

Xmin = —10 Xmax =10
Ymm -10 Ymax =10
Z i 0,22 Zmax =1

résolution 30 x 30
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o Exemple 4 :

Pour terminer avec les surfaces de révolution, tracons la représentation de la
fonction définie par:

4900 R = BOR (X ¥ X + Y X Y)

49106 IF R < 1 THEN Z = R ¥ R

4920 IF R » =1 THEN Z = EXF ({1 - R) / 3)
4970  RETURN

Xmin -2 xmax 2
Ymm 2 Ymax 2
Zmin 0 Zmax 2

résolution 24 x 30

Xmin -—156 Xmax - 1.5
Ymin=—1.5 Ymax =15
Zoin= 0O Zax 2.5

résolution 20 x 26
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o Exemple 5 :

Nous allons représenter des intersections de plans, puis une intersection plans-
cylindre.

Pour toutes ces surfaces, nous avons pris:

Xmin =0 Xmax = 1
Xmin =0 Ymax = 1
Zmin =0 Zmax =

résolution 24 x 30
— intersection de deux plans:
4900 Z = 1 - Y

49210 IF Y < X THEN Z =1 - X
4920 RETURN

2EriEry,
¥,
S

LR

[~
)
5
o5

— intersection de trois plans:

4900 7 =1 - Y
4910 IF Y < X THEN Z = 1 - X
4920 IF Z » .5 THEN 7 = .5 ;
4970 RETURN e

FRSNSENERESFS, g
L T R

IBIFSE SN BR IR
A A
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- intersection de quatre plans:

4300
4910
4920
4930
4940
4930

7

i=1-%
IF Y X THEN 2 = 1 - X
IF 2 % .5 THEN Z = .3
R =X+
IFR » 1,2 THEN Z = ©
RETURN

1]

<

oty
"
o

- intersection de trois plans et d'un cylindre:

4900
4910
4920
4970
4940
4950

Z=1-Y
IF Y < X THEN Z =1 - X
IF 2 .9 THEN Z = .3
R = SOR ({1 - X) ¥ (1 - X) + {1l - ¥) % (1 - YY)

IF R < .9 THEN Z
RETURN




o Exemple 6 :

Soit la fonction:

112

Z=sinx . siny

Xmin =0 Xmax = 3,14
Ymin — O Ymax = 3,14
Zmin = 0 Zmax = 1,5

résolution 20 x 26

Xmin 3,14 Xmax - 3,14
Ymin 3,14 Ymax — 3,14
me 2,5 Zmax - 2,5

résolution 24 x 30

XIIHH O Xmax — 9,42
Y min 0 Ymax = 9,42
Zmln 2,5 Zmax — 2,5

résolution 24 < 30

N, o v .l-‘\.-"'
e A'.".". gy ﬂ.
i S8, ",‘."-',-: .‘__f___.-___..‘..l.,,'.-"
P i, 4 ""
(7]



e Exemple 7:
Pour finir, tracons la courbe d'équation:

sinr
z=y? >
r

Xmin = —4 Xmax = 4
Ymin = —4 max = 4
Zmax = —4 Zmax =5

résolution 20 x 26

A

6. Simulation du spirographe

a. Principe

Le spirographe est un jeu consistant a faire tourner une roue dentée a l'intérieur
d'une autre de diameétre supérieur.

On place un crayon dans un des trous pratiqués dans la petite roue, et on obtient
diverses courbes hypocycloidales, en faisant varier le nombre de dents des roues
et la position du crayon.

b. Equations des courbes

Nous représenterons par M la position du stylo, par O le centre de la grande roue
et par Q le centre de la petite roue, selon la figure suivante:
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d=QM

Le stylo est a la distance d du centre de la petite roue, nous pouvons écrire:

r

d-k
10

Ainsi, lorsque k varie entre O et 10, le point M passe du centre du cercle & un
point de la circonférence.

Plus k est proche de 10, plus les courbes sont anguleuses; inversement, si k se
rapproche de O, les courbes s’arrondissent.

On a alors:
OM = 0Q + OM
soit:

{x;(er) cos0 + d cos (0 + o)
y =(R—r) sinB +d sin (0 + o)

Puisque la petite roue tourne a lintérieur de la grande, on a la relation
supplémentaire :

ro = —R6

En éliminant ¢, on obtient:

—\‘m

) 0]

x = (R —r)cost + ke cos [(1 —
10

y=(R—r)sinf + -:% sin [(1 — Fri)el

Nous allons plutdt utiliser les nombres de dents des roues, soient N et n respecti-

vement pour la grande et la petite roue. Nous choisissons de plus le facteur
déchelle R = 1.
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Les équations sont donc finalement:

x=(1—2")cos0+k —" cos[(1—ﬁ)6|
N 10.N n

y=01—")sin6+k -1 sin [(1 _N ) 6]
N 10.N n

¢. Programme

Nous pouvons bien sir utiliser le programme de tracé de courbes paramétrées
pour tracer nos rosaces.

Cependant, nous avons écrit un programme particulier qui présente plusieurs
avantages:
21 n

—=-——— est calculée automatiquement.

la période, qui est égale a
-oanp d d PGCD(n,N)

— nous pouvons superposer plusieurs courbes correspondant a différentes
valeurs de k, ce qui permet d'obtenir des figures complexes.

De plus, les axes ne sont plus représentés, le pas n'est plus variable car I'évolu-
tion des courbes est réguliére, et I'échelle est fixée une fois pour toutes.

Cependant, pour obtenir des figures bien rondes, il convient d'ajuster selon I'ordi-
nateur la valeur du paramétre XM a la ligne 5@@® du programme.

10 C = 279:L = 159

5000 XM = 1.7:IN = .1

5010 TEXT :CLS

5020 PRINT TAB( Z)3"SIMULATION DU SFIROGRAFH": FRINT
FRINT

5020 INFUT "GRANDE ROUE: "3NZ

5040  INFUT "FETITE ROUE:";Ni

050 R =Nl / N2:Rl =1 -RseRE=1-1/R

S0L0  TEXT :HIRES

5070 INFUT "E="3k

9080 IF K » 10 DR K < O THEN 2070

090 K = K ¥ R /10

100 A = NZ:B = NI

3110 D =A - B X INT (A / B

5120 IF D < » O THEN A = B:B = D: GOTO 5110

3120 B = N1 / B X &3

5140 T = 0

5130 XF = INT ({1 = R + k) + XM) x & /7 2 /7 XM
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YF o= INT (L / 2)

T T+ IN:T2 = R2 x T

5180 X = R1 x COS (T) + K % COS (T2)
9190 Y F1 x GSIN (T) + K x G&SIN (T2)
5200 XX = INT (X + XM) x C / & /7 XM)

5210 YY = INT {((1 - ¥) / 2 % L)

5220 LINE(XF,YP) - (XX,YY)

S2I0 XF = XX:YF =YY

2240 IF T < B THEN 3170

3250  INFUT "AUTRE VALEUR DE E7:";Z%

5260 IF I% = "D" THEN 3070

5270  INPUT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMMET:";Z
0280  IF 2% = "0O" THEN 5010

9290 GOTO 100

il

d. Exemples commentés

Nous donnons ici quelques rosaces ainsi que les valeurs des paramétres ayant
permis de les obtenir.

N - 96 n =80 N =96 n=72
K-8 K=3 K=9a4
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N =96

2 ;
B LSRRI 0l o
A AATAT N g A

(e A g
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L2 S NN

K-9ai1

9a1

K =

n=24 96

N =96

K=8,642

K
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60

n

n=56 N =105

N - 1056

N =96 n=232

=30

N - 105

8,6,4,2

K

K=-8,6,4
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Dérivées -
développements
5 limités

1. Introduction

Ce chapitre comporte deux parties:

- une premiére partie avec deux programmes s’intéresse au calcul des dérivées
successives et du développement limité d'une fonction f donnée jusqu’a
I'ordre 5, en un point quelconque x, du domaine de définition de f.

- une deuxiéme partie permet avec trois programmes le calcul des développe-
ments limités des fonctions f.g, f/g et gof a partir des développements limités
des fonctions f et g.

Pour utiliser les cinq programmes simultanément, il faut remplacer chaque
instruction END par l'instruction GOTO 10@ et ajouter le menu:

100 CLS

110 FRINT "DERIVEES - DEVELOFFEMENTS LIMITES": FRINT
120 PRINT : FRINT "1- CALCUL DE DERIVEE N-IEME"

130 PRINT : PRINT "2- DEVELOFFEMENT LIMITE EN XO"
140 FPRINT : FRINT "3~ DEVELOFFEMENT LIMITE DE F.G"
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150 PRINT : PRINT "4- DEVELOFFEMENT LIMITE DE F/G"
160 FRINT : FPRINT "%- DEVELOFFEMENT LIMITE DE GOF"
170 PRINT : FRINT "&— FIWN": FRINT

180 PFRINT : INFUT "VOTRE CHOIX:";E

1920 ON E GOTO 1000,2000, 3000, 4UHU,JUUU HO00

200 GOTO 100

HOOO  END

L'ensemble nécessite environ 8 Koctets de mémoire.

2. Dérivées successives d’une fonction

a. Principe

La dérivée d'une fonction f en x, est donnée par la formule:

, T f(Xo+h)'f(Xo——h)
f'{xg) = le —

On peut montrer que pour h donné, I'expression:

flxo+h) —fixo—h)
2h

est une approximation d'ordre 2 en h de f'(x,).

Cela signifie que la différence entre valeur calculée et valeur exacte est de |'ordre

de grandeur de h?, ce que I'on note:

fi()i(o + h) f(XO h)
2h

f(xo) = + 0(h?)

Il existe d'autres formules, d'ordre 4, 6, 8, ... qui fournissent de meilleures
approximations de f'(xg).

Ainsi, une approximation d’ordre 4 de f'(x,) est:
Fixg) = 1%1 [8(f(xo + h) — fixo — h)) —(fixo + 2h) — flxo — 2h))] + O(h*)

De méme, pour le calcul des dérivées d'ordre supérieur a 1, il existe des formules
d'approximation d'ordre 2, 4, 6,
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Par exemple, une approximation d'ordre 4 de f""’(x,) est:

f"'(xg) = $ [—13 (f(x + h) — f(xg— h)) + 8 (f(xg + 2h) —f(xo — 2h))

— (f(xo + 3h) — flxg — 3h))] + O(h*)

On constate donc sur les exemples précédents que les formules sont de la
forme:

m
fi(xg) = —— 3 Axlflxo + kh) — fxo —kh)) + O(h?)
oh" k=1
Dans cette expression, m est un nombre entier et Ay, A,, ..., A, sont des
constantes.

Il est toujours possible d'obtenir une formule de ce type pour le calcul de
dérivées d'ordre impair.

Le nombre de termes m de la somme est alors lié a I'ordre n de la dérivée ainsi
qu'a l'ordre p de l'approximation par la relation:

n+p—1
2

m =
Ce résultat est conforme a l'intuition: I'approximation est d'autant plus précise
que le nombre de termes de la formule est important.

Pour le calcul des dérivées d'ordre pair, les formules sont du type:

L % Alflxo + kh) + fixo—kh) — 2f(xo)| + O(h?)

Y k=1

f(n)(xo) —

Cette fois, le nombre de termes de la somme est lié a I'ordre n de |la dérivation et
a l'ordre p de I'approximation par la relation:

n+p—2

m =
2

b. Calcul des coefficients des formules d’approximation
L'élaboration de ces formules repose sur |'utilisation de la formule de Taylor:
h? h'
f(xg + h) = f(xg) + hf'(xo) + >7 f'(xo) + .o + —If(”(xo) +0(h™T)
! r
gue I'on peut également écrire sous forme condensée:
r hi
fixg+h) =flxo) + ¥ - flil(xg) + O(h™1)
il

i=1
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o Cas des dérivées d’ordre impair

On choisit alors r=2m et on effectue la différence:
m h |
f h) — f(xo—h) = 2 —
(Xo+ ) (Xo ) I; (2'_1)

fl2i— ”(X )+O(h2m+1)
(Les puissances paires se détruisent dans la somme.)
On obtient de la méme maniére la relation plus générale:

h2i-1
(2i—1)!

fixo + kh) — f(xo—kh) = ¥~ 2kZ~! f2=(xg) + O(h2m+ 1)

En écrivant cette relation m fois avec k variant de 1 @ m, on obtient un systéme
de m équations a m inconnues:

f’(XO), f'“(XO), ey f(zm 1)()(0)

Ce systéme peut s'écrire:

1 1 1 1 h fl(Xo) f(Xo + h) - f(Xo — h)
3
2 23 925  ,2ma g_' " (xo) 1 fixg + 2h) — f(xg — 2h)
2
2m
m m3 m® .. m2m’ (2h ~1)ﬂ2m “Nxo) f(xg + mh) — f(xo — mh)

Il suffit alors d'inverser la matrice et de résoudre le systéme pour obtenir m
formules donnant chacune I'expression d'une dérivée f"(x,).

REMARQUE: Les termes négligés dans le développement de Taylor sont d'ordre
2m+1; la formule obtenue pour f"(x,) est donc d'ordre p=(2m+1)—n. On

. , n+p—1
retrouve ainsi le résultatm — 2~ P

e Cas des dérivées d’ordre pair

Le calcul est semblable au précédent.
On choisit maintenant r=2m+1.

On obtient alors:

m

flxg + h) + flxg — h) — 2f(xg) = ): 2 ——f<2'( o) + 0(h2m+2)
1
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(Les puissances impaires se détruisent dans la somme.)

m 2i
f(xg + kh) + fixg—kh) — 2f(xo) = 3" 2k? (—2] f2(xy) + O(h2m*2)
!

i=1

On obtient également un systéme de m équations a m inconnues en écrivant m
fois cette relation k variant de 1 a m:

f(xg + h) + f(xg —h) — 2f(xg)

f(XO + 2h) + f(XO — 2h) — 2f(X0)

f{xo + mh) + f(xg — mh) — 2f(xg)

La résolution de ce systeme conduit 8 m formules donnant chacune une expres-
sion approchée d'une dérivée f"(x,).

REMARQUE: Les termes négligés dans le développement de Taylor étaient
d’'ordre 2m+2. La formule obtenue pour f"(x,) est donc d'ordre p = (2m+2) — n.

Par exemple, la formule donnant f”(x,) sera d’ordre 2m.
On retrouve bien le résultat:
m— Ptn— 2
2
c. Programme
Les coefficients des formules d’approximation que nous venons d'étudier ne
peuvent pas étre calculés simplement et rapidement par le programme.

Nous nous sommes donc limités aux dérivées d’'ordre 5, et nous avons inclus au
programme les valeurs des coefficients des formules d'ordre 6.

La valeur adoptée pour h est 0,1 : il s'agit d'un compromis résultant de nombreux
essais et assurant une précision acceptable pour un grand nombre de fonctions.

Quoi qu’il en soit, le calcul reste relativement imprécis et cette imprécision
augmente avec l'ordre de la dérivation; elle peut devenir inacceptable au-dela de
I'ordre 5.

La fonction a dériver doit étre définie a la ligne 5@ du programme:
58 DEF FN F(X) = 1/(1-X)
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Il faut ensuite introduire la valeur x, en laquelle on désire calculer la dérivée ainsi
que l'ordre n de la dérivée.

30 DEF FN F{X) =1 /7 (1 - X)

1000 CLE

1016 PRINT "CALCUL DE LA DERIVEE N-IEME DE F EN X0O": FPRINT
¢ PRINT

1020 FRINT "1- FROGRAMMATION DE LA FONCTION": FPRINT

1020 PRINT "2- CALCUL DE DERIVEE N-IEME": FRINT : FRINT

1040  INFUT "VYCOTRE CHOIX:";E

1630 IF E =1 THEN LIST S0: END

10480 INFUT "X0O="3X

107G INFUT "N="3N: IF N > 5 THEN 1070

1080  BOSUER 2300

1090 FRINT @ FRINT "LA DERIVEE D'ORDRE "3;N;'" EN "j;X3"
VAUT: "

100 FRINT @ PRINT TAEB( Z);T

1116 PRINT @ INFUT "VOULEZ-VYOUS REUTILISER LE FROGRAMM
E7:"3 7%

1120 IF Z% = "0O" THEN 1000

1120  END

2800 H = .1

2510 RESTORE : FOR K =1 TO N: FOR J = O TD &: READ U<
J): NEXT J: NEXT E

2520 T = O0F = ( - 1) ™ N

25”” FOR K = 1 TD U

2540 T =T + UKD ¥ (O FN F{X + K ¥ HY -= FN F{X)) + F X
 FN F(X = E ¥ H) - FN F{XD)))

255“ NEXT E

560 T =T / Ut&) / (H ™ N)

:570 RETURN

2600  DATA 2,45,-9,1,0,0,80

2610 DATA 2,270,-27,2,0,0,180

2620 DATA 4, 488‘3?8 =72,7,0,240

26Z0  DATA 4, —194h.676 -964, 7 20,240

2640 DATA q.l? 3, —1872.78?.-14_.13,288

d. Exemples commentés
o Exemple 1:
S0 DEF FN F (XD =EXF (X)

CALCUL DE LA DERIVEE N-IEME DE F EN XO
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XD=0
N=1

LA DERIVEE D ORDRE 1 EN O VAUT:

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME?:D
CALCUL DE LA DERIVEE N-IEME DE F EN XG

X0=0

N=2

LA DERIVEE D"0ORDRE Z EN © VAUT:

YOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMMET:0
CALCUL DE LA DERIVEE N-IEME DE F EN XGO

X0=0
N=73
LA DERIVEE D*ORDRE Z EN O VAUT:
.297999918
VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME?:0
CALCUL DE LA DERIVEE N-IEME DE F EN XO
X0=0
N=4
LA DERIVEE D"ORDRE 4 EN © VAUT:
L 9999905

YOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMMET: 0
CALCUL DE LA DERIVEE N-IEME DE F EN XO
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X0=0

N=5
LA DERIVEE D'ORDRE S EN O VAUT:
1.00007019

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME?T:N

Toutes les dérivées successives de e* en O sont égales a 1. On constate que
I'erreur sur le résultat est d’autant plus importante que I'ordre de la dérivation est
élevé; ce résultat est général.

o Exemple 2.

S0 DEF FN F(X)=L0OG(X)
CALCUL DE LA DERIVEE N-IEME DE F EN XO

X0=1

="
an

LA DERIVEE D'ORDRE 2 EN 1 VAUT:

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMMET: O
CALCUL DE LA DERIVEE N-IEME DE F EN XO

X0=1

N=5

LA DERIVEE D'DRDRE 5 EN 1 VAUT:
241360323

VOULEZ-VDUS REUTILISER LE FROGRAMME?:N

La dérivée seconde de Logx en 1 vaut {(—1): la précision est acceptable.

La dérivée cinquiéme de Log x en 1 vaut 24 : |a précision n’est déja plus que de 5
pour 1 000.
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Remarquons cependant que si la précision n’est pas trés bonne pour les dérivées
d'ordre 4 et 5, les calculs de dérivées d'ordre 1 ou 2 (les plus rencontrés en
pratique) sont eux suffisamment précis.

e. Erreur de méthode et erreurs numériques

e Erreur de méthode

Les formules d'approximation utilisées par le programme sont d'ordre 6; on
pourrait penser que les erreurs sont de I'ordre de 10-5.

En fait, une approximation en h® signifie que I'erreur est de la forme k.h® ou k est
un paramétre dépendant de la fonction. Les valeurs prises par k peuvent étre
faibles comme elles peuvent étre trés importantes. Ainsi, avec h = 0,1, si k est de
I'ordre de 1 000, I'erreur sur le résultat est 10—3 (ceci se produit pour les dérivées
d'ordre élevé).

Toujours avec k=1 000, si I'on choisit h =0,5, I'erreur est voisine de 15! Le
résultat n'a alors aucune signification.

Dans le but de minimiser cette erreur, on peut décider d’adopter des valeurs de h
les plus faibles possibles, mais on se heurte alors a une deuxiéme cause d’erreur,
les erreurs numériques.

e Erreurs numériques

Lorsqu’on effectue la différence de deux nombres trés voisins (par exemple
125,000002 et 124,999998), le résultat est entaché d'une erreur relative trés
importante. Ce phénomeéne est connu sous le nom de différences évanescentes,
et provient du fait que l'ordinateur ne mémorise pas suffisamment de chiffres
significatifs.

Dans le cas du calcul de dérivées, ce phénoméne est d’autant plus sensible que
la valeur de h est faible.

Par exemple, si I'on choisit h = 0,01 lors d’'un calcul de dérivée d'ordre 5, les
chiffres significatifs du résultat sont dans les calculs intermédiaires de I'ordre de
10-'9; ainsi, avec un ordinateur ne calculant qu'avec 8 ou 9 chiffres aprés la
virgule, le résultat fourni par le programme est complétement faux.

e Il est cependant possible de jouer sur la valeur de h pour augmenter la préci-
sion (la valeur de h est fixée a la ligne 250@ du programme).

Pour certaines fonctions, telle In(x) en xo= 1, la diminution de h (h =0,05)
conduit a de meilleurs résultats.

Par contre, avec d'autres fonctions comme les fonctions polynémes, le résultat
est plus proche de la valeur exacte si on augmente h (par exemple h =0,5).
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Dans le cas de dérivées d'ordre 1 et 2, il est possible d’adopter h =0,01 ou
méme h = 0,001 mais I'utilisation du programme doit se faire avec prudence:
par exemple, si un premier calcul avec h = 0,1 fournit un résultat proche d'une
valeur remarquable, on pourra reprendre le calcul avec une valeur de h plus faible
dans le but de confirmer la présomption.

3. Développement limité d’une fonction en un point

a. Principe

Le développement limité & I'ordre n d'une fonction f autour d'un point x; est
donné par la formule de Taylor:

fix) = f(xo) + (x —xo) 2= + (x —

(n)
+ o (X —xo)" o) | Of(x —xp)"*1)
n!

Oou encore:

f(x) = ag + a; (x —xg) + a5 (x —xg)? + aszlx —xg)3
+ ..+ a, (x—x)" + Ollx —xg)"*")

avec:

Dans le cas particulier ot x5 = O, la formule devient:

3

f(x) = ag + ax + a,x2 + ax3 + ... + a x" + O(x"*+1)
o+ aj 2 3 n

b. Programme

Le programme calcule les coefficients a, du développement limité d'une fonction
f en un point x, quelconque.

Pour évaluer les dérivées successives de la fonction en x, le programme précé-
dent est utilisé, ce qui explique que I'on obtienne des développements limités
d'un ordre au plus égal a 5.
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[l faut encore programmer la fonction a la ligne 5@ du programme:

5¢ DEF FN F(X) = 1/(1-X)
On introduit ensuite le point x4 et I'ordre n du développement limité.

50 DEF FN F(X) =1 /7 (1 - X)

2000 CLS

2010 PRINT "CALCUL DU DEVELODFFEMENT LIMITE EN X0": FRINT
: FRINT

2020 PRINT "i- PROGRAMMATION DE LA FONCTION": FRINT

2020 PRINT "2- CALCUL DU DEVELOFFEMENT": FRINT : FRINT

2040 INFUT "VOTRE CHOIX:"3E

2050 IF E = 1 THEN LIST SG: END

2080 INFUT "X0="3X

2070 INFUT "N=":M: IF M > 5 THEN 2070

2080 PRINT @ FRINT "AO="; FN F(X)

2090 FOR N =1 TOM

2100 GOSUR 2500

2110 FOR E = 1 70 N:T = T / Kz NEXT K

2120 PRINT "A"iNg"="37

2130 NEXT N

2140 PRINT @ INFUT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMM
E7:":1 2%

2150 IF Z% = "0" THEN 2000

2160 END

2500 H = .1

2510 RESTORE : FOR K =1 TO N: FOR J = O TO &: READ U<
J): NEXT J: NEXT K

2920 T = 0:F = ( - 1) ™ N

2530 FOR K = 1 TO U0

2340 T = T + U % (CFN F(X + K X H - FNF(X)) + F ¥
( FN F(X - K ¥ H) - FN FOXO))

255” NEXT E

2560 T =T /4 UEY /S (H N

2570 RETURN

2600 DATA 3,45,-9,1,0,0,40

2610  DATA Iy 270, —27,:.0 0,180

2620 DATA 4,-488, 338, 7257,0,240

2670 DATA 4.—194_.676,—95,7,0,240

2640 DATA 5,1938,-1872,78%,-152,13,288
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(Ce programme comporte une partie commune avec le précédent: les
lignes 250@ a 264@. Dans le cas d'une utilisation simultanée, il n'est pas néces-
saire d'entrer deux fois ces lignes.)

c. Exemples commentés

o Exemple 1:

est:

Le développement limité a I'ordre 5 en x, = O de la fonction
— X

1
1 =14+x+x%+x3+x%+x5+0(x8)
—x

30 DEF FN F(X)=1/(1-X)
CALCUL DU DEVELOFFEMENT LIMITE EN XO

0=0

a i

X
M
AD=1

Al=1.00004163
AZ2=1.00004161
AZ=1,00112078
A4=1,00112157
AS=1.013464753

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMMET:N

Nous retrouvons ici encore que les coefficients des termes de plus haut degré
sont entachés de l'erreur la plus importante.

e Exemple 2 :
Le développement limité a I'ordre 5 en x5 = 1 de la fonction In x est:

1

ey VY a2 1 1
Inx=(x—1) (x—1) +3

3 v e, Y s Y
(x—1) 4.(x 1) +5(x 1)° + Ol(x— 1)°)

2
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50 DEF FN F{X)=LOG (XD

CALCUL DU DEVELOFFEMENT LIMITE EN XO

X0=1

N=5

AD=0
Al=1.00000576
A2=-.500005017
AZ=, 33345057

Ad=-,250107244
AS=. 2011334603

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMMET:N

L'erreur reste toujours inférieure a 1 %.

d. Conclusion

Il apparait clairement que la méthode directe que nous venons d'étudier ne
permet pas le calcul du développement limité d'une fonction quelconque de
maniére précise.

Nous sommes de plus limités a I'ordre 5.

Les trois programmes suivants vont nous affranchir partiellement de ces
limitations.

4. Développement limité de f.g

a. Introduction
Les développements limités que nous calculerons désormais seront des dévelop-
pements limités en x, = 0.

Les fonctions usuelles admettent des développements limités connus (donnés en
annexe).

Nous allons donc utiliser ces résultats pour trouver les développements limités
d'autres fonctions.
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Les trois programmes suivants vont nous permettre de calculer précisément et a
un ordre élevé les développements limités des fonctions f.g, f/g et g of, connais-
sant les développements limités de f et g.

b. Principe

Nous étudions ici le cas du produit de deux fonctions f et g.
Supposons connus les développements limités de f et g a I'ordre n:

f(x) = ag+ ax + a2 + ... + ax" + O(x"*1)
= P(x) + O(x"*")

g(x) = bg + byx + box? + ... + bx" + O(x"*")
= Q(x) + O(x"*")

Alors, le développement limité a I'ordre n de la fonction f.g est égal a:

(f.g)x) = (ag + a;x + ... + ax").(bg + byx + ... + bx") + O(x"*")
=Co+ C1X + .. + X" + O(x"*7)

Les coefficients c; peuvent étre calculés en multipliant le polyndme P par le poly-
nome Q:

i
Ci= E ak.bik
k-0

c. Programme

Il faut introduire les coefficients des développements limités de f et g (il y a deux
facons d'introduire les coefficients; nous les détaillerons dans les exemples
commentés).

Le programme calcule ensuite les coefficients du développement limité de f.g.

10 DIM A(100),EB(100),C(100)

000 CLS
3010 PRINT TAE( 5);"DEVELOFFEMENT LIMITE DE F.G": FRINT
1 PRINT

Z020  INFUT "ORDRE DU D.L.:"3;N

Z0Z0  PRINT : FRINT "COEFFICIENTS ENTRES MANUELLEMENT:
MH

2040 INFUT "COEFFICIENTS CALCULES (EN 8000) : C ";Y%$

3050 IF Y = "C" THEN FOR I = O TO N: GOSUE S000: NEXT
I: GOTO =100
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2060 PRINT @ FRINT "ENTREZ LES COEFFICIENTS DU D.L. DE

070 FI:‘DF\' I = O TO N: PRINT “"A"3;I;: INPUT "=";A(I): NEXT

30801 FRINT : PRINT "ENTREZ LES COEFFICIENTS DU D.L. DE

3090 G;DR I = 0 70 NM: PRINT "B"3;Is: INPUT "=";B(I): RNEXT

31001 FRINT : INFUT "DESIREZ-VOUS LES AFFROXIMATIONG?:"
HAS

3110 FOR M =0 TO N

3120 T = 0

3130 FOR I = O TO M:T =T + A(I) ¥ B(M - I): NEXT I

3140  FRINT "C"3;M;"="3;T;

I150  IF Y$ = "0" THEN X = T: GOSUE 9000: FRINT " :";F
VAo

3160 FRINT " o

3170 NEXT M

3180 PRINT : INFUT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMM
E?:"; 7%

3190 IF 7%

3200 END

BOOO A(I)

8010 FOR

8020 B(I)

BOZ0 RETURN

000 AR = X:AC = INT (X):F = AC

9010 @ = 1:AD = 1:AF = O: GOTO 9050

"0" THEN Z000

I n

1
= 1 T0 I1:ACD) = ACD) / H: NEXT H
(-1 =1

P020 AR = 1 / (AB - AC):AC = INT {(AR)
Q0Z0 AY = AC X P + AD:AD = FP:F = AY
Q040 AY = AC ¥ O + AF:AF = (:Q = AY

90850 IF ABS ((X - F / B)) > 1E - 7 THEN 9020
F040  RETURN

d. Exemples commentés

o Exemple 1:

Soit & calculer le développement limité de la fonction:
X
hix) = —%
1 +x

en la considérant comme le produit de:

1

fix) = e* par glx) =
1T+ x
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dont les développements limités sont:

2 3
flx) =1 +x+ 5 4+ X
2| 3!

glx) =1 —x+x2—x3+ ..+ (=1)"x" + 0(x"*")

Xn
ot o(x"+1)
n!

Le programme demande tout d'abord l'ordre du développement a calculer;
répondons 5.

Nous avons ensuite le choix entre:
— introduire les coefficients manuellement,
— les faire calculer par le programme.

Répondons "M pour l'instant; nous examinerons le calcul automatique des
coefficients ultérieurement.

Il faut alors introduire les six coefficients du développement de eX, puis les six

coefficients du développement de .
+ X

A la derniére question " Désirez-vous les approximations ? "', répondons "N " pour
I'instant.

Le programme affiche alors les six coefficients du développement de h(x).

DEVELOFFEMENT LIMITE DE F.G
ORDRE DU D.L.:S

COEFFICIENTS ENTRES MANUELLEMENT: M
COEFFICIENTS CALCULES (EN 8000) : C M

ENTREZ LES COEFFICIENTS DU D.L. DE F:
AD=1
Al=1
A2=.5
AZ=. 1884686566
Ad=.0415666656
AS=. 008333
ENTREZ LES CDEFFICIENTS DU D.L. DE G:
RO=1
Bl=-
2=1
B3=-1
B4=1
BS5=-1
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DESIREZ-VOUS LES AFFROXIMATIONS?:N
Co=1

C1=0

C2=.5

.,..,_.._,...,._,..,

Cl=-_ 333 RIRS

P e N P T

C4=,373
CoO=—.38b668647

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME?:O

Remarquons que s'il parait évident que les quatre premiers coefficients sont

égauxa 1,0, % et — :13— , en revanche il est plus difficile de reconnaitre la forme

rationnelle des deux derniers termes (qui sont égaux a % et—% respective-

ment).

De plus, la plupart des développements limités obtenus soit par produit, soit par
guotient, soit par composée de fonctions ont des coefficients rationnels.

C'est pourquoi nous avons ajouté le sous-programme 90@@, qui recherche a
partir d'un nombre décimal la fraction rationnelle irréductible s’en rapprochant a
107 prés.

Reprenons |'exécution en répondant “"O" a la question ''Désirez-vous les
approximations ? .

DEVELOFFEMENT LIMITE DE F.G

ORDRE DU D.L.:3

COEFFICIENTS ENTRES MANUELLEMENT: M
COEFFICIENTS CALCULES (EN B000) CH

ENTREZ LES COEFFICIENTS DU D.L. DE F:

AO=1

AL=1

AZ=.5

AT=. 16666666
Ad=. 041566666
AS=. 00833333

ENTREZ LES COEFFICIENTS DU D.L. DE G:
B=1
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Bi=—1
B2=1
BT=-
E4=1

BS=-1

DESIREZ-VOUS LES AFFROXIMATIONST:O

CoO=1 :1/1
Ci=0 :0/1
C2=.5 :1/2
34 1 -1/3
:3/8

Co=-. 26886667 :-11/30
VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME?:N

Le programme fournit donc en plus des valeurs décimales les approximations
rationnelles, qui ici coincident avec les valeurs exactes.
Intéressons-nous maintenant au calcul automatique des coefficients.

Pour les fonctions usuelles, le coefficient a, du développement s’exprime en fonc-
tion de i. Dans I'exemple, nous avons:

a - %f et by = (—1).

Nous allons donc programmer ces formules entre les lignes 800@ et 8330, et
I'option " coefficients calculés’” se chargera d'évaluer et de stocker tous les coef-
ficients nécessaires grace a ces formules.
Dans I'exemple, les lignes 8000 et 8310 calculent l' , la ligne 8@2@ calcule
i!

(—1)ietlaligne 803@ (a ne pas oublier) termine le sous-programme.

8000 A(I)=1

8010 FOR H=1 TO I:A(D)=ACI)/H:NEXT H

8070 EB(I)=(-1)"1

80Z0 RETURN

DEVELOFFEMENT LIMITE DE F.G
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ORDRE DU D.L.:5

COEFFICIENTS ENTRES MANUELLEMENT: M
COEFFICIENTS CALCULES (EN 800G) : CC

DESIREZ-VOUS LES AFFROXIMATIONS?: 0
Co=1 =:1/1
Ci=0 :0/1

-1/3

CoO=—-. 3646665667 :-11/30

On retrouve bien les mémes résultats.

Un examen des résultats sous leur forme décimale montre que ceux-ci sont
exacts; la précision est donc bien meilleure que celle obtenue avec le calcul
direct.

Nous allons donc pouvoir chercher des développements a un ordre supérieur a 5.

Demandons cette fois un calcul a l'ordre 15:

DEVELOFFEMENT LIMITE DE F.G

ORDRE DU D.L.:15

COEFFICIENTS ENTRES MANUELLEMENT: M
COEFFICIENTS CALCULES (EN B8000) ¢ C C

DESIREZ-VOUS LES AFFROXIMATIONS?:0O

Co=1 :1/1
1=0 10/1
C2=.5 :1/2

:"1/3

CO=-., 3084606667 :-11/30
C&=,3468055556 1537144
C7=-.347857143% :-103Z/280
CB=.7367881945 :898/2441
CP=-.347872189 :-5346/1457
C10=.3678794564 :1001/2721
Cl1=-.3487879439 :-1001/2721
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C12=.3467879441 :1001/2721
C13=-,347879441 :-1001/2721
C14=.3467879441 :1001/2721
C15=-.3487879441 :-1001/272

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME™:N

La précision est maximale pour tous les coefficients (10-?), ce qui confirme la
possibilité d'obtenir des développements a un ordre trés élevé.

Cet ordre est limité a 10Q par le programme, mais cela ne constitue pas une limi-
tation en pratique.

X

est

Le développement exact a I'ordre 8 de la fonction 1—e
+ X

e~ 2 x3 3 4 115 53 5 103 ; 2119 g4
14 x 2 3 " 8* 30 T 12" 280" "5760 "

Remarquons que les approximations rationnelles coincident avec les valeurs
exactes jusqu’au terme d'ordre 7.

5. Développement limité de f/g

a. Principe

Supposons connus les développements de f et g a I'ordre n:

f(x) ag +ax+ ayx?+ .. +ax"+0(x"")
P(x) + O(x"" 1)

g(x)  bg+ byx + box? + ..+ bx" + O(x"* 1)
Q(x) + O(x"' )

avec b, + O, puisque dans le cas contraire, la fonction f/g n'est pas définie en
x 0.

Le développement limité de la fonction f/g est alors obtenu en effectuant la divi-
sion suivant les puissances croissantes a I'ordre n du polyndme P par le poly-
nome Q.

On peut montrer que les coefficients c, satisfont la relation de récurrence::
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i
Ci—ai— 2: by Cik

=1

b. Programme

La structure générale du programme est semblable a celle du programme préce-
dent, seule la partie de calcul est modifiée.

L'utilisation est donc identique.

10 DIM AC100) ,B{100),C(100)

4000 CLS

4010 FRINT TAB( 5); "DEVELOFFEMENT LIMITE DE F/G": FRINT

FRINT

4020 INFUT "ORDRE DU D.L.:";N

4030 PRINT : PRINT "COEFFICIENTS ENTRES MANUELLEMENT:
MII

4040 INFUT "COEFFICIENTS CALCULES (EN BOOO) @ C ";Y#%

4050 IF Y$ = "M" THEN 4090

40460 FOR I = O TO N: GOSUE BOOO: NEXT I

4070 IF B(O) = 0 THEN FRINT "BO NE DOIT FAS ETRE NUL"
: GOTO 4250

4080 GOTO 4140

4090 FRINT @ PRINT "ENTREZ LES COEFFICIENTS DU D.L. DE

Fa"

4100 FOR I = O TO N: PRINT "A"3;Ii: INFUT "="3A(I): NEXT
1

4110 FPRINT & FRINT "ENTREZ LES COEFFICIENTS DUJ D.L. DE
G:"

4120 INFUT "BO=";B{O0): IF B(O) = O THEN FRINT "BEO NE
DOIT FAS ETRE NUL": GOTO 4120

41720 FOR I = 1 TO MN: FRINT "B";Is;: INPUT "=";B(I): NEXT
I

4140 PRINT : INFUT "DESIREZ-VOUS LES AFFROXIMATIONST:"
HAE:

4150 C(Q) = AL0) / BCOY: PRINT "CO=";C(0);

4160 IF Y$¢ = "0O" THEN X = C(G): GOSUER Q000: FRINT "
”;FI; u!/u;Q;

4170 PRINT " "

4180 FOR I =1 TO N

4190 C{I) = A(D)

4200 FOR K = 1 70O I:C(I) = C{I) = BI(E) % C(I - K): NEXT
k.
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4210 FRINT “"C"3;I;"=";C{I);

4220 IF Y$ = "0" THEN X = C(I): GOSUE 9000: FRINT "
LAt

4230 FRINT "

4240 NEXT I

4250 FRINT @ INFUT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMM
E7:"37%

4260 IF Z$ = "0" THEN 4000

4270 END

BOOO A(I) = 0

BO1O M = INT (I / 2)

9020 IF I = 2 % M THEN 8050

80Z0 A(I) = ( - 1) “ M

8040 FOR H = 1 TO I:A(I) = A(I) / H: NEXT H

BOSO B(I) = O

8060 IF I < = 2 % M THEN 8090

BO7O B(I) = ( = 1) M

8080 FOR H = 1 TO I:E{(I) = B(I) / H: NEXT H

8090  RETURN

9000 AF = X:AC = INT (X):F = AC

9010 @ = 1:AD = 1:AF = 0: GOTO 9050

Q020 AB = 1 / (AR - ACY:AC = INT (AR)

90%0 AY = AC % F + AD:AD = F:F = AY

Q040 AY = AC % O + AF:AF = 0:0 = AY

Q050 IF ABS ((X — F / @) » 1E = 7 THEN 9020

Q040 RETURN

1]

c. Exemples commentés

o Exemple 1.

Nous avons repris la fonction:

hix) ~ ——
1+ x

en la considérant cette fois comme le rapport des fonctions:
fix) —e* et gix) 1 +x

Les lignes 8000 a 8030 définissent les coefficients des développements de f et g.
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8000 A{Il=1
8010 FOR H=1 TO I:A(I)=A{I)/H:NEXT H
2020 B(I)=0:B(0)=1:R(1)=1

8030 RETURN
DEVELOFPFPEMENT LIMITE DE F/G

CRDRE DU D.L.:6

COEFFICIENTS ENTRES MANUELLEMENT: M
C

COEFFICIENTS CALCULES (EN 8000) C

DESIREZ-VOUS LES AFFROXIMATIONS?: O
Co=1 :1/1
Ci=0 :0/1

C2=.5 :1/2

Co=—. 388606667 :1-11/30
LC&=.734680558556 1337144

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMMET:N

Les résultats sont identiques a ceux fournis par le programme précédent: la
précision est ici encore maximale, et les approximations rationnelles sont les
valeurs exactes.
e Exemple 2.

Soit a calculer le développement a 'ordre 6 de la fonction:

hix) =

1 + shx
BOoo0 A(I)=0:A() =1
8010 B(I)=0

30Z0 M=INT(I/2)
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BOZO IF I=2%M THEN 8040

8040 B{I)=1

8050 FOR H=1 TO I:B(I)=B(I)/H:NEXT H

a0&0 B(O)=1

8070 RETURN

DEVELOFFEMENT LIMITE DE F/G

ORDRE DU D.L.:6

COEFFICIENTS ENTRES MANUELLEMENT: M
COEFFICIENTS CALCULES (EN 8000) : C C

DESIREZ-VOUS LES AFFROXIMATIONS?:0
Co=1 :1/1

Cl=-1 :-1/1

2=1 :1/1
CI=-1.166665667 :-7/4
C4=1.73ITITITT  :14/3

5=-1.308I333% :-181/120
C&=1.71111111  :77/45

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME?:N

Les approximations sont ici encore exactes.

o Exemple 3:
Calculons le développement de tgx, en posant:

f(x) = sinx et g(x) = cos x
8000 A(I)=0
BO1G M=INT(I/Z)
8020 IF I=2%M THEN B80S0

8030 A(I)=(-1)"M
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8040 FOR H=1 TO I:A(D)=A(I)/H:NEXT H
80350 B(I)=0

BOLO IF I<:Z¥M THEN 8090

BO70 B(I)=(-1)"M

8080 FOR H=1 TO I:RB(I)=B(I)/H:NEXT H

8090 RETURN
DEVELOFFEMENT LIMITE DE F/G

ORDRE DU D.L.:10

COEFFICIENTS ENTRES MANUELLEMENT: M
COEFFICIENTS CALCULES (EN BOOO) cCC

DESIREZ-VOUS LES AFFROXIMATIONS?Y:0

Co=0 :0/1
Ci1=1 =:1/1
CZ—(') 1 0/1

1/7%

2/15
Co&=0 U/l
C7=.03394648254 :17/315
cg=0 1 0/1
C9=.0218694885 :62/2835
Clo=0 :0/1

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME?:N

Le développement obtenu, a I'ordre 10, est exact.
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6. Développement limité de gof

a. Principe

Supposons connus a l'ordre n les développements de g et f:

g(x) = ag + ax + ax? + .. + ax" + O(x"* 1)
- P(x) + O(x"* ")

f(x) O+ bx +byx? + ... + bx" + O(x"*1)
Qx) + O(x"* 1)

Le terme b, doit nécessairement étre nul, pour que f(x) tende vers O lorsque x
tend vers O ; autrement, on ne pourrait pas parler du développement de gofen O.

Le développement de gof est alors:
(gofilx) PlQ(x)] + O(x"*")
ou encore, sous une forme plus explicite:

(gof)ix) = ag+ ay|byx + byx? + ... + bx"|

+ay|byx + box? + ..+ bx"|?

+apbix + box? + ..+ bx"|"+ 0(x"* 1)
Ce développement contient des termes de degré O a n?.

Pour obtenir le développement limité a I'ordre n, il convient de ne conserver dans
ce développement que les termes de degré inférieur ou égal a n.

On montre que le coefficient en x™d'un terme |b,x + b,x? + ... + b, x" | est donné
par:

Yim E bu, . b”‘, b“l

Uy

la sommation se faisant pour tous les i-uplets (a,,...a;) tels que:

i
Eulrm
i

En faisant la somme de ces coefficients partiels v; ., pour toutes les valeurs de i,
on obtient le coefficient du terme en x™ du développementde gof:

n

C m 2 ‘\r/I m
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b. Programme

Les calculs effectués par le programme sont beaucoup plus nombreux que ceux
effectués par les deux programmes précédents.

De plus, dans le but d’améliorer la vitesse d'exécution, le programme stocke au
début de son exécution les coefficients du binéme Ci, ce qui nécessite de
I'espace mémoire.

Pour ces deux raisons, nous avons décidé d'adopter 20 comme valeur maximale
de l'ordre du développement limité de gof.

Le temps de calcul est d’environ une minute pour un développement de
I'ordre 10.

L'utilisation du programme reste identique a celle des deux programmes
précédents.

10 DIM AC100) (B(100),C(100)

20 DIM D(20,20), ID(20)

5000 CLS

3010 PRINT  TAEB( 5); "DEVELOFFEMENT LIMITE DE GOF": FRINT
: PRINT

5020 INFUT "ORDRE DU D.L.:"3N

5020  PRINT : FRINT "COEFFICIENTS ENTRES MANUELLEMENT:
M

5040 INFUT "COEFFICIENTS CALCULES (EN 8000) : C ";Y$

S050 IF Y% "M" THEN S090

5060 FOR I O TO N: GOSUE 8000: NEXT I

5070 IF B(O) < » O THEN FRINT "BO DOIT ETRE NUL": GOTO
5490

5080  GOTO Z140

3090 FRINT : FRINT "ENTREZ LES COEFFICIENTS DU D.L. DE

I

1

G

S100 FOR I = O TO N: FRINT "A";I;: INPUT "=";A(I): NEXT
I

3110 PRINT : FRINT "ENTREZ LES COEFFICIENTS DU D.L. DE
Fat

9120 INFUT "RO=";B(O): IF B(O) < > O THEN FRINT "EO

DOIT ETRE NUL": GOTO S120

5130 FOR I =1 7O N: FRINT "B";I;: INFUT "=";B(I): NEXT
I

5140 FRINT @ INFUT "DESIREZ-VOUS LES AFFROXIMATIONS?:"
Y%

5150 PRINT "CoO=";A(D)y: IF Y$ = "0O" THEN X = A{D): GOSUE
R000: FRINT " "3F;"/";0;

51860 PRINT ™
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5170 D(1,0) = 1:D(1,1) = 1
5180 FOR I = 2 TO N
5190 D(I,0) = 1:D(I,I) = 1

5700 FOR J =1 TO I - 1:D(I,J) = D(I - 1,3 - 1) + D(I -
1,J): NEXT J

5210 NEXT I

G220 FODR M =1 TO N

S52I0 T = A1) ¥ B

5240 IF M = 1 THEN 5450

5250 FODR I = 2 TOM

9260 H = 0

5270 FOR J =170 1 - 1:ID(J) = 1: NEXT J

5280 ID(I) = M: FOR J =1 70 I - 1:ID(I) = ID(I) - IDQJ
yr NEXT J

5290  IF ID(IY < ID(I THEN S420

S3I00 L = B(IDUIY):F = 1:0 = 1

5310 FOR K = 2 70 1

SE20 L = L % B(ID(KE))

S3I0 IF IDC(ED = ID(K

SE40 L o= L X DQ,P)

5350 0 =0 - F:F =1

G360 NEXT K

5370 H = H + L

5380 IF ID(I) - ID(I - 1) » 1 THEN ID(I - 1) = ID{I -
1) + 1: GOTO 5280

5390 IF I = 2 THEN S470

TAGO K=

5410 IF ID(I - kK = 1) <« ID(I - k) THEN ID(I - K - 1) =
ID(I - 1K - 1) +1: FOR J =1 - K JOI - 1:ID(J) =1
D(J - 1)z NEXT J: GOTO 5280

5420 IF b <« I - 2 THEN K = K + 1: GOTO 5410

S470 T =T + H % AL

5440 NEXT 1

430 PRINT "C"i;M;"="3;T:

5440 IF ¥Y$ = "0" THEN X = T: GOSUE 2000: FRINT " "iF
A0}

5470 PRINT " 0"

480 NEXT M

5490  FRINT @ INFUT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMM
E7e"sl%

S500 IF 7% = "0" THEN S000

5510 END

go00 ACD (- 1) =1

8010 B(I) = O

8020 M = INT (I /7 2)

1
—
-

1) THEN F = F + 1: GOTO S5Z40

il
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BOZO IF I = 2 % M THEN B8040
8040 B(I) = 1

8030 FOR H =
B0O&0G  RETURN
Q000 AR = X:AC = INT (X):F = AC

2010 @ = 1:AD = 1:AF = 0: GOTO Q050

P020 AB 1 /7 (AB - AC):AC = INT (AR)

FOI0 AY AC ¥ F + AD:AD = F:F = AY

Qo400 AY = AC ¥ B + AF:AF = (:0 = AY

20590 IF ABS ((X - F /7 ) * 1E - 7 THEN Q020
F060 RETURN

1 70 I:B(I) = B(I) / H: NEXT H

c. Exemples commentés

o Exemple 1.
Soit a calculer le développement limité a I'ordre 10 de la fonction:
h(x) = esinx
9000 A(I)=1
8010 FOR H=1 TO I:A(I)=A{I)/H:NEXT H
8020 RB(I)=0
BOZIO M=INT(I/2)
BO4O IF I=2%M THEN BO70
800 B(I)=(-1)"M
8060 FOR H=1 TO I:B(I)=B(I)/H:NEXT H

8070 RETURN
DEVELOFFEMENT LIMITE DE GOF
ORDRE DU D.L.:1G

COEFFICIENTS ENTRES MANUELLEMENT: M
COEFFICIENTS CALCULES (EN 8000) : 0 C
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DESIREZ-VOUS LES AFFROXIMATIONSY:0
Co=1 :1/1
Ci=1 =:1/1

/7
£

]
[}
]
n

]
4

=0 0/
L1250 1-1/8
Q8568686667 :1-1/15

==4,16666667E-02 :1-1/240

1)111111111 :1/90
8194445E-07  :131/5760

76 H6847E-04  :1/5670

~8.132164%9E-04 :-3/368%9

1

[ I o I T s s I O A |
'-‘Q'JEO‘I;JD‘UIJ::

H '-"UI

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME?:N
On peut vérifier par le calcul I'exactitude de chacun des coefficients.
Les approximations sont elles exactes jusqu’a I'ordre 9, le coefficient C,, étant:

2951
3628800

10

o Exemple 2.

Nous avons ici cherché a retrouver les résultats du programme précédent
concernant la fonction:

1

} _ .
W ha

en la considérant cette fois comme la composée de:

f(x) - shx
et de:
1
glx) 1+ x

8000 A(I)=(-1)"1

8010 B(I)=0

8020 M=INT(I/Z)

BOZ0 IF I=2%M THEN 8040

BG40 RB(I)=
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8030 FOR H=1 TO I:R(I)=B{I)/H:NEXT H

8060 RETURN

DEVELOFFEMENT LIMITE DE GOF

ORDRE DU D.L.:é

COEFFICIENTS ENTRES MANUELLEMENT: M
COEFFICIENTS CALCULES (EN BOOO) : C C

DESIREZ-VOUS LES AFFROXIMATIONS?:0

Co=1 :21/1

Ci=-1 :-1/1

C2=1 :1/1

C3=—1.1666b4667 :-7/4
C4=1. 14/3
Co=-1.30833337 :-181/120

Coé=1.71111111  :77/45

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME?:N

On retrouve effectivement les mémes résultats.

7. Conclusion

Les trois derniers programmes permettent, comme nous l'avons vu, de calculer
des développements limités d'ordre important avec une précision excellente.

On utilisera donc systématiquement |I'un de ces trois programmes lorsque cela
sera possible, et on aura recours au calcul direct uniguement si la fonction
étudiée ne peut s'exprimer au moyen de fonctions plus simples.
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6 Intégration

1. Introduction

Nous allons dans ce chapitre nous intéresser a différentes méthodes permettant
le calcul de l'intégrale:

b
[ f(x) dx
v a
ou f est la fonction a intégrer, et [a,b| un intervalle donné du domaine de défini-
tion de f:

[a,b] « Dy

Nous commencerons par les formules de Cotes, qui consistent a découper
I'intervalle d’intégration en sous-intervalles, et a substituer un polynéme a la
fonction a intégrer sur chacun de ces sous-intervalles.

Nous verrons ensuite la méthode de Gauss, plus particulierement adaptée a
I'intégration des polynémes, puis la méthode de Romberg, qui permet d'obtenir
la valeur de l'intégrale avec une précision donnée.
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Nous terminerons par deux méthodes permettant l'intégration des fonctions
discrétes (fonctions dont les valeurs ne sont connues qu’en certains points), la
méthode des trapezes et la méthode de Simpson.

Pour utiliser les sept programmes simultanément, il faut remplacer chaque
instruction END par l'instruction GOTO 100 et ajouter le menu:

100 CLS
110 PRINT  TABR( 5)3"CALCUL D' INTEGRALES": FRINT : FRINT

120 PRINT : FRINT "1- METHODE DES TRAFEZES"

120 PRINT @ FRINT "2- METHODE DE SIMFSON"

140 PRINT : PRINT "Z- METHODE DE VILLARCEAU"

150  FRINT : FRINT "4- METHODE DE GARUSS™

1&4¢  FRINT : FRINT "3- METHODE DE ROMEERG"

170 PRINT @ FRINT "&- METHODE DISCRETE DES TRAFEZES"
180  PFRINT : FRINT "7- METHODE DISCRETE DE SIMFSON"
200 PRINT @ FRINT "8- FIN"

210 PRINT @ INFUT " VOTRE CHOIX:";E

220 ON E GOTO 1000, 2000, 2G00, 4000, 5000, 6000, 7000, 8000
2320 GOTO 100

g00e  END

L'ensemble nécessite environ 5 Koctets de mémoire.

2. Méthode des trapézes

a. Principe

C'est la plus simple des méthodes de Cotes.
L'intervalle d’intégration [a,b| est découpé en n sous-intervalles de longueur:

b—a
n

h;

Sur chacun de ces sous-intervalles, la courbe réelle est remplacée par un
segment de droite.
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fix)

Sur chaque intervalle |x;,x; + h| on calcule :

_f(xi)_,+ f(x; + h)
5 -

T

h

La valeur approchée de l'intégrale est alors:
n 1
= 3 T
i 0

On démontre que |'approximation des trapézes est d’ordre h?, ce qui signifie que
la différence entre la valeur exacte de l'intégrale et la valeur calculée est de
I'ordre de grandeur de h2.

Il est possible d’améliorer la précision en utilisant la formule:

2
"+ 5 (f'a) — f'(b))

ou | est la premiére approximation, f'(a) et f'(b) les valeurs de la fonction dérivée
de f aux points a et b.

On démontre alors que la nouvelle approximation | est d’ordre h*.

b. Programme

Le programme calcule I'approximation d'ordre h* de l'intégrale.
Les dérivées sont évaluées grace aux formules:

forkite) L gy ik

fa) -
(a) " "
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ou:
k =0,001

Cette approximation est tout a fait satisfaisante lorsque la longueur de l'intervalle
(b—a) est de |'ordre de ['unité.

La fonction a intégrer doit étre programmée a la ligne 50 :

5¢ DEF FN F(X) = X* X

Il faut ensuite introduire au programme les deux bornes a et b de l'intervalle
d'intégration, puis le nombre n de pas d’intégration (nombre de sous-intervalles).

La valeur calculée est d'autant plus précise que n est grand.

50 DEF FN F(X) =X ~ 14 -8 ¥x X~ 11 + 2 % X ™ 3
1000 CLS
1010 FRINT TAB( ) ;"METHODE DES TRAFEZES": FRINT : FRINT

1020 INFUT "A=";A
1OZ0 INFUT "B="; B
1040  INFUT "N="3N

1050 H= (B ~-A /N

1060 T = FN F(B)

1070 T = (T + FN F{A)) / 2
1080 X = A

1090 FOR I =1 TON -1
1100 X = X + H:T =T + FN F(X)
1110 NEXT I

1120 K = 001

1170 D = FN F(A + K) - FN F(A)
1140 D =D - FN F(B) + FN F(B - k)
150 D=Dx%xH /K /12

1166 T = (T + D) ¥ H

1170 FRINT : FRINT "L°INTEGRALE VAUT:";T

1180 PRINT : INFUT "VDULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMM
E7:";2%

1190 IF Z$ = "0" THEN 1000

1200  END
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c. Exemples commentés

o Exemple 1:
Soit a calculer I'intégrale:
12
V1 X dx
0O

S0 DEF FROF (X =580R (1-X%xX)

METHODE DES TRAFEZES

N=100
LT INTEGRALE VAUT: . 478305774

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMMEY:N
On obtient avec 100 pas d’intégration:

| 0,478305736
La valeur exacte est:

1.2

\//177 - x? dx L \/85

0,478305739
0 12

o Exemple 2.
Soit a calculer l'intégrale:

P)
(x4 8x'" + 3x3) dx
I

50 DEF FN F(X)=X"14-8XX"11+32%X"3

METHODE DES TRAFEZES
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A=1

=7
—a

N=500
L* INTEGRALE VAUT:-534,283321
VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N

La valeur exacte est:

32057

2
(x" —8x"" + 3x3) dx =
1

= —534,2833...

Le résultat obtenu est assez précis, mais a été calculé avec 500 pas d'intégra-
tion, ce qui est déja important, et nécessite un temps d'exécution relativement
long (entre une et trois minutes selon I'ordinateur).

o Exemple 3
Soit a calculer:

2o
X sin“ x dx
I

S50 DEF FN F{X)=XX¥SIN{X) "2

METHODE DES TRAFEZES

L™ INTEGRALE VAUT:38.5890128
VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:0
METHODE DES TRAFPEZES

A=l
B=12
N=1000
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L* INTEGRALE VAUT:38.58%0188

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMMET:N

La valeur exacte est:
12

x sin?x dx = % [288 — 24 sin{24) — cos(24) — 2 + 2 sin(2) + cos(2)|
1

= 38,5890187
La valeur obtenue avec 100 pas d'intégration est déja trés précise.

Pour obtenir la précision maximale, il faut cependant 1 OO0 pas d’'intégration, ce
qui nécessite un temps de calcul de plusieurs minutes.

3. Méthode de Simpson

a. Principe
Sur chacun des n sous-intervalles de [a,b], la fonction f est remplacée par un arc
de parabole.

a

On pose h et x;=a + ih

b
2n
Il'y adonc (2n + 1) points x,, avec:

Xp a et Xo, = b

f(x) 4

o
|
©

- —_-— - = =
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On peut alors montrer que sur lI'intervalle | x,; x,;,, |, I'intégrale :

X2i+2

f(x) dx

X2i

est approchée par:

Ty — %%’If(XZi)‘+ 4f(xgi, 1) + fxzi,2)|

L'intégrale | vaut alors:

n 1
| VTO+T2+T4+...+T2(H 1)~ Z T2i
i 0

L'approximation obtenue est d'ordre h4.

b. Programme

L'utilisation est identique a celle du programme précédent: la fonction doit étre
programmeée a la ligne 5@, il faut introduire les bornes et le nombre de pas

d'intégration.

S
it

DEF FN F{X) =

2000 CLS
FRINT TAE{( 5);"METHODE DE SIMFSON": FRINT : FRINT

S010

2050

2ED

2080
2020

R
2100

2110

2120
2130
2140
2150

2180

2170

INFUT "A=":A
INFUT "E=";R
INFUT "N="3N

T

/
/

14 -8 x X 11 + 2 %x X ™ X

N
FN F(RB)) / 2

—

+ 2 % FN FIX)
+ FN F(X)

+ 2 %X FN F({X)

-

"L INTEGRALE VAUT:"3T
"VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMM

H=(-A 7/
T = { FN F(A)
v =

FOR I =1 TO
X = X + H:T =
X = X + H:T =

NEXT I
X = X + H:T =
T=2%XHxXxT

FRINT : PRINT

PRINT : INFUT

E7:"32%

IF Z¢ = "0O" THEN 2000

END
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c. Exemples commentés

e Exemple 1:
Soit a calculer:

1 1

l;rj ——::zrjfr-dx
s Vx2-6x+8 50 DEF FN F(X)=1/50R (XXX-4XX+8)
METHODE DE SIMFSON
A=S
B=11
N=100

L* INTEGRALE VAUT:1.45170151
VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMMET:N

La valeur exacte est:

8 + V6

| =log ——F= =1,45170149

2+\f3—

La valeur obtenue avec 100 pas d'intégration présente une erreur tres faible.

o Exemple 2.

Reprenons le calcul de:
(2

(x4 - 8x'T +3x3) dx 50 DEF FN F(X)=X"14-8XX"11+3%X"3
1

METHODE DE SIMFSON

A=1
B=2
N=10Q0

L* INTEGRALE VAUT:-534,2833%7

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N
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L'erreur sur le résultat est comparable a celle obtenue avec la méthode des
trapézes.

o Exemple 3:

S0 DEF FN FA{X)=XXSIN(X}"2
METHODE DE SIMFSON

A=1
B=12
N=100

L7 INTEGRALE VAUT:Z8.358%0214

VOULEZ-VOUE REUTILISER LE FPROGRAMMET: N
De méme, la précision est approximativement celle donnée par la méthode des
trapézes.

La méthode de Simpson est cependant meilleure que la méthode des trapézes
lorsque la longueur de I'intervalle d'intégration est inférieure a 0,01 ; I'évaluation
de la dérivée faite par le programme de la méthode des trapéezes est alors trop
grossiére, et cette méthode redevient d'ordre h?.

4. Méthode de Villarceau

a. Principe

Cette méthode est la derniere des méthodes de Cotes que nous présenterons.

Elle repose toujours sur un découpage en n sous-intervalles de |a,b|, mais la
fonction est remplacée cette fois par un polynébme de degré 4.

On pose alors:
h— b—a
4n

et x;j=a + ih
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On démontre alors que sur chaque intervalle [Xx4;,X4;, 4], I'intégrale :
X4i+4

f(x) dx
X4i

est approchée par:

2h

Tai= 25 [ 7f(xai) + 32f(xai. 1) + 12f(x4i,2) +32f(x4i,3) + 7f(xgi,4) ]

L'intégrale | vaut alors:
n 1
1= Y Tai
io0

(b
Cette approximation de| f(x) dx est d'ordre h®.

a

b. Programme

L'utilisation du programme est identique a celle des programmes précédents.

S0 DEF RPN FOX2 =X ~ 14 -8 x X ~ 11 + 3 x X ™ 3
000 CLS
010 FRINT  TABC S);"METHODE DE VILLARCEAU": FRINT : FRINT

2020 INFUT "A=":A

Z0Z0  INFUT "B=";E

2040  INFUT "N="jN

0S50 H= (B -A /7 4 /N
J060 X = A:T =7 % FN F(A)

070 FOR I =1 TO N

I080 X = X + H:T =T + 22 ¥ FN F(X)
I090 X = X + H:T =T + 12 ¥ FN F(X)
2100 X = X + H:T T+ Z2 % FN FX)
110 X = X + H:T =T + 14 X FN F(X)
2120 NEXT I

120 T =T -7 x FN F{X)

Z140 T = 2 ¥ HXx T / 45
2150 PRINT : PRINT "L"INTEGRALE VAUT:";T
3160 PFRINT : INFUT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMM

E7:"; 7%
2470 IF Z$ = "0" THEN 000
Z1B0  END
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c. Exemples commentés

o Exemple 1:
Reprenons le calcul de l'intégrale:
12

X sin
1

2x dx

30 DEF FN F{X)=XXSIN{X)"™2
METHODE DE VILLARCEAU

A=1
B=12
N=50

L7 INTEGRALE VAUT:38.5890188

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME™:N

Le résultat est trouvé a 10 7 prés avec 50 intervalles alors qu'il en fallait 1 000
avec la méthode des trapezes.

o Exemple 2.

50 DEF FN F(X)=X"14-8%X"11+IZ%xX"3

METHODE DE VILLARCEAU

5
LT INTEGRALE VAUT:-534,287331

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMMEZ:0
METHODE DE VILLARCEAU
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D
1
r) FJ) o

=
i

25
L INTEGRALE VAUT:-534,283746

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMMET:N

L'intégrale est trouvée a 2.10 6 prés avec seulement 15 pas d'intégration, alors
que la précision tombe a 13.10 © avec 25 pas: les erreurs numériques I'empor-
tent ici sur I'erreur de méthode.

d. Conclusion sur les méthodes de Cotes
Il existe beaucoup d'autres formules de Cotes (en fait une infinité) donnant des
approximations d'ordre h"avec n > 6.

Cependant, les erreurs numeériques dues a ces méthodes peuvent annuler la
précision supplémentaire qu’'elles apportent. On utilisera en général une ving-
taine d'intervalles avec la méthode de Villarceau, et une centaine d’intervalles
avec les deux autres méthodes; ces valeurs représentent un bon compromis
entre erreur de méthode, erreurs numériques et rapidité.

Les formules d'ordre supérieur a 6 sont généralement peu utilisées, et on leur
préfére la méthode de Romberg.

5. Méthode de Gauss

a. Principe
Dans les méthodes de Cotes, les n points x, intervenant dans le calcul de la
valeur approchée étaient régulierement espacés.

Dans la méthode de Gauss, ces points ne seront plus équidistants, mais seront
calculés de sorte que I'approximation soit exacte pour les polyndmes de degré
inférieur a 2n.

La formule est alors:

I =3 Aifix)

ou les coefficients A, sont également a calculer.
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b. Programme

Le calcul des points x; et des coefficients A, ne peut pas étre effectué dans le cas
genéral de facon simple par le programme.

C'est pourquoi le programme proposé est un cas particulier de la méthode de
Gauss utilisant n = 8 points.

Il faut tout d'abord effectuer un changement de variable de maniere a ramener
Iintervalle d'intégration a [—1,1]. On pose donc:
2x— (b +a) b —a, b+a

7;7”7 (.:;\ X = ( 72 u + 2 )

L'intégrale s’écrit alors:

b _ 11 -
flx)dx -~ 2@ f[(ba)u+b“3]du
a 2 1 2 2

Les huit valeurs u; et les huit coefficients A; sont alors indépendants de l'inter-
valle d'intégration choisi, et sont stockés dans le programme

L'approximation de l'intégrale est alors:,
b—a 8 b-—-a b+ a
| — Al Ju + ]
2 21 ' [ 2 2
(

Le programme ne demande donc plus que les bornes d'intégration a et b, la fonc-
tion étant toujours programmée a la ligne 50

5 DEF FN F(X) X414 8xX4117+3+X43

50 DEF FN F{X) =X " 14 -8 % ¥ - 11 + 2 x X ™ 2
4000 CLE
4010 FRINT TAEB{ 5);"METHODE DE GAUSS": FRINT : FRINT

4020  INPUT "A="3h

4070  INFUT "B=";H

4040  RESTORE

4050 FOR I = 1 70 4

4060 READ U(I) ,C(I)

4070 (P - Iy = - Ui :C(? - I) = C(I)

4080  NEXT I

4090 DATA -.9&028985464,0. 1012285262, -0.795565664774,0,
223810344

4100  DATA -0,5255324099,0,7137056453,-0, 1834548424, 0,
6Z268I7BET
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4110 T = 0O

4120 FOR I =1 T3 8

4170 T = T + C(I) ¥ FN FO((B - A ¥ UCI) + (B + A)) /
2

4140 NEXT I

4150 T =T % (B - A / 2

4160  PRINT @ PRINT "L"INTEGRALE VAUT:";T

4170 PRINT @ INPUT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMM

E?:"iZ%
4180 IF Z% = "D" THEN 4000
4190 END

c. Exemples commentés

o Exemple 1:

30 DEF FN F{X)=X"14-8XX"11+3XX"2

METHODE DE GAUSS

J -

A
B

t-

L* INTEGRALE VAUT:-534,283723%
VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME?:N

La valeur exacte de:

2
(x' —8x"" + 3x3) dx
1

est trouvée trés rapidement.

Ceci est conforme au fait que la formule programmeée est exacte pour les poly-
nomes de degré inférieur ou égal a 15.

o Exemple 2 :

SO DEF FN F(X)=X"4+L%X"2-11

METHCDE DE GAUSS
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LT INTEGRALE VAUT: 3900, 80001
VOULEZ-VY0OUS REUTILIGER LE FROGRAMMET:N
Le calcul théorique montre que:

7
(x4+6x2~v11)dx:-1~g§9ﬂ

3

=3900,8

La légere erreur est une erreur numérique, et non une erreur de méthode.

e Exemple 3:

Reprenons le calcul de l'intégrale:

12
x sin? x dx
1

o0 DEF RN F (XD =XX5IN(X) "2

METHODE DE GAUSS

A=1
E=12
L7 INTEGRALE VAUT:Z28.9999:223

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME?:N

Le résultat n'est obtenu qu'a 1 % prés environ.

d. Conclusion
A nombre d'intervalles n égal, la méthode de Gauss est plus précise que les
meéthodes des trapézes et de Simpson.

Malheureusement, avec n = 8 intervalles, la précision est inacceptable pour les
fonctions autres que les polynomes.

L'usage de la méthode de Gauss sera donc réservé a ces derniers: les résultats
seront alors fournis trés rapidement et avec une grande précision.
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6. Méthode de Romberg

a. Introduction
Le principal inconvénient des méthodes précédentes réside dans le fait que I'on
ne connait pas la précision du résultat.

La méthode de Romberg permet de choisir a priori cette précision; les itérations
se font alors jusqu'a obtention de la précision demandée.

b. Principe

Cette méthode repose sur une utilisation originale de la méthode des trapezes.
Etant donné un pas h, une estimation T,(h) de I'intégrale | cherchée peut étre
obtenue par cette méthode.

Si I'on divise le pas h par 2, I'estimation T -2— ) sera plus précise et on peut de

méme calculer T 2 ), To (g ),...et Tyl h

).

2n
Cette suite converge vers |.
On démontre que I'on peut obtenir une deuxieme suite T, ?21—) pour laquelle
h . . . o h .
T,( o ) est une meilleure approximation de I'intégrale que T ( ok ). On obtient
T, ;—k ) par la formule :
L ATol g ) - Tol5¢ )
Ty ) ke|on-1]
2k 41
On peut de la méme maniere obtenir une troisieme suite:
h h
42T, () —T, (2
by o T e ST oz
2 2k - 42 _ 1
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et d'une maniere générale:

h h
h 4pr71( k1 )’Tp—w( ? ) 0
Tp(_zr): ap — 1 : k€ |0,n—p|
On peut alors constituer le tableau suivant:
h h h h
To(h) TO(-Z—) ........................ To( ?1—‘2 ) TO( 5” 1 ) TO( Er;)
h h h
T1(h) T‘] ( E" ) ........................ T]( én—z ) T1( 2;’ 1“ )
h h
T,(h Tol ) Ty (——5
2(h) 2l 5 ) 5 o 7 )
h
T h T L
n 1( ) n 1( 2 )
T,(h)

On démontre que la suite T, (h) converge bien plus rapidement vers | que la suite

h
Tol ox ).

Utilisation de la méthode

On commence donc par calculer T(h) (par la méthode des trapézes).

On calcule ensuite To(g ) et on en déduit T, (h), puis T, ( 2 ), T, ( g) et T, (h)...

Plus généralement, on obtient le tableau d'ordre (n+ 1) a partir du tableau
. h Ly h .

d'ordre n en calculant T ;ﬁ—) et en en déduisant les T,( ik ) ou k appar-

tient a l'intervalle [1,n+1].

Le calcul est terminé lorsque la différence entre T,,,(h) et T (h) est inférieure a
une limite fixée.

c. Programme

La fonction a intégrer doit étre définie a la ligne 5@ du programme:

50 DEF FN F(X) = LOG(1+TAN(X))
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On fournit ensuite au programme les valeurs a et b des bornes de l'intervalle
d’intégration, ainsi que la précision désirée, sous forme d'un nombre p compris
entre 1 et 8 (la précision correspondante est alors de |'ordre de 10-?).

50 DEF FN F(X)y = X 14 -8 % X ~ 11 + 32 % X ™ 3
S000 CLE

5010 PRINT  TAB( 5);"METHODE DE ROMBERG": FRINT @ FRINT

5020 INFUT "“A="3A

5020 INFUT "E=";ER

5040 INFUT "FRECISION (1 A 8):";E:E = 10 ~ ( - E)

SO5C N = 1:T(0,0) = (B - A % ( FN F(A) + FN F(B)) / 2

5080 H = (B - AY / (2 " N):X = A

5070 T(O.N) ¢ FN F(EY + FN F{&)) / 2

5080 FOR I = 1 7O (2 "~ N) - 1

5090 X = X + H:T(O,N) = T(O,N) + FN F(X)

5100 NEXT I

S110 T(O,N) = T(O,N) % H

5120 FOR F =1 TO N

951720 K = N - F

S140 T{FE) = (4~ F) % T(F - 1,k + 1) - T(F - 1,E)) /
{4 =~ F) - 1)

5150 NEXT F

91460 IF ABS (T(N,0) - TN - 1,0)) < E THEN 3190

5170 IF N < 9 THEN N = N + 1: GOTO S0&0

5190 PRINT : FRINT "LA FRECISION NE FEUT ETRE QUE 1E";
1+ INT ( LDG ¢ ABS (T(N,0) = T(N - 1,003 / LOG
(10))

5190  FRINT : FRINT "L7PINTEGRALE VAUT:";T(N,O)

S200  PRINT ¢ INFUT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMM
E7:"s 1%

210 IF ¢ = "Q" THEN S000

9220 END

fl

d. Exemples commentés

e Exemple 1:

S0 DEF FN F{ZX)=XX¥SIN(X) "2

METHODE DE ROMEBERG
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A=1
B=12

FRECISION {1 A &):

-y
I

LT INTEGRALE VAUT:328.58%0187

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMMET:N

La valeur a 107 prés de l'intégrale :

12 5
X sin< x dx
1

est obtenue assez rapidement, alors qu’il fallait 1 OO0 intervalles par la méthode

des trapézes.

o Exemple 2:

La valeur exacte de l'intégrale:

n/4
IAJ In (1 + tg x) dx
0

est:

rm%wgg2=027zmszm

S0 DEF FN F(X)=LOG{I+TAN(X))

METHODE DE ROMBERG

A=0

B=.78339815673

FRECISION (1 A 8):1

L7 INTEGRALE VAUT:.2721982461

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMMET: 0
METHODE DE ROMBERG

A=0
=,7333981673
FRECISION (1 A 8):8
LT INTEGRALE VAUT: . 272198261

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME™?:N
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Avec la précision la plus faible (1), le programme trouve déja la valeur exacte (et
ceci trés rapidement) ; un second calcul avec la précision maximale permet de le
vérifier.

o Exemple 3:

50 DEF FN F(X)=X"14-8%X"11+ZXX"Z

METHODE DE ROMEERG

A=1
k=2
FRECISION (1 A 8):6

LT INTEGRALE VAUT:-5Z4.282325

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMMET:0
METHODE DE ROMEERG

A=1
B=
FRECISION (1 A 8):7

LA FRECISION NE FEUT ETRE GUE 1E-6
L7 INTEGRALE VAUT:-5Z4,28I2%72

VOLULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMMEY:N

L'erreur obtenue est de 2.10 ® alors qu'une précision de 6 avait été demandée.

Ceci provient du fait que le test d'erreur se fait sur la différence entre deux
valeurs successives des approximations, et non entre |'approximation et la valeur
exacte, puisque cette derniére n'est pas connue.

En demandant une précision n, le programme ne fournit donc pas toujours le
résultat avec la précision 10 "; cependant une précision de 10" " est la plupart
du temps obtenue.

Lorsqu’une précision demandée ne peut étre atteinte, le programme le signale, et
indique également l'ordre de grandeur de la précision obtenue.
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Dans ce cas, le programme établit le tableau des approximations a I'ordre 10 et
le temps de calcul est de I'ordre de quelgues minutes (environ trois minutes pour
I'exemple).

7. Méthode discréte des trapézes

a. Introduction

Tous les programmes précédents permettent l'intégration de fonctions dont on
connait I'expression f(x), valable en tout point x de leur domaine de définition.

Mais il existe des fonctions dont on ne connait la valeur qu'en un nombre fini de
points: ce sont les fonctions discrétes.

Nous allons donc examiner |'adaptation de la méthode des trapézes et de la
methode de Simpson a ce type de fonctions.

b. Principe

On connait les valeurs f(x;) prises par la fonction en n points x, non nécessaire-
ment équidistants.

L'intégrale:

((Xi41

f(x) dx
Xi
est alors approchée par:
T

e (ki = x) (Fx) o+ flxg )

et I'on a donc:

fx)dx= ¥ T

X1

¢. Programme

Il faut fournir au programme le nombre n de points, les valeurs x; et f(x;)
correspondantes.
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Le programme peut traiter jusqu'a cent points. Il est possible d’augmenter ce
nombre en modifiant la ligne 1@. L'adjonction de cent points supplémentaires
nécessite cependant environ 1 Koctets de mémoire.

10 D
LHO00

H010

LHOZ0
&EOT0
L0400
D50
AHOAD
HOT7O
HOBRO
HOQ0)
LH100
&110
G120
=

&1
4

20
5140

IM X{100),Y {100}
CLS

FRINT TAE( 5);"METHODE DISCRETE DES TRAFEZES": FRINT
FRINT

INFUT "N="3N

FOR I =1 TO N

FRINT "X"3Ii: INFUT "=";X (D)

FRINT "F(X";I;: INFUT ")=";Y (D)

NEXT 1
T =0

FOR I = 1 TON -1
T =T+ (X(I + 1) — X(I)) ¥ (Y(I) + Y(I + 1))

NEXT I

FRINT : FRINT "L*INTEGRALE VAUT:";T / 2

FRINT INFUT "VOULEZ-YOUS REUTILISER LE FROGRAMM
Pt I%

IF 2¢ = "0" THEN &000

END

d. Exemples commentés

o Exemple 1:
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(4=7
F(X4)
X5=10
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L* INTEGRALE VAUT:34Z.5

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMMET:0
METHODE DISCRETE DES TRAFEZES

N=&
X1=1
F(X1)=1
X2=2
F(X2)=4
X3=5
F(X3)=25
X4=7
F(X4)=49
X5=10
F(X5)=100
Xb=20

F (X&) =400

LT INTEGRALE VAUT:Z2847.5
VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMMEY:N

(10
Nous avons tout d'abord cherché une estimation de J x2 dx, qui vaut 333, en
1

prenant les valeurs de la fonction aux points 1, 2, 5, 7 et 10.

Le résultat obtenu est 343,5: I'approximation est grossiére car les points sont
peu nombreux.

| 20

Avec six points, le programme donne 2843,5 pour ‘ x?2 dx qui vaut 2666,33...
LAl

o Exemple 2

Nous allons montrer dans cet exemple une application de la méthode a un
exemple concret: la charge d'une batterie.

L'expérience est donc la suivante: une batterie est chargée pendant quinze
heures, l'intensité i la traversant étant mesurée a certains instants t,. On se
propose alors de déterminer la charge g emmagasinée par la batterie (en négli-
geant les pertes).

La charge totale de la batterie est donnée par:
t

a=| i dt
t0
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Il suffit donc d'introduire au programme la date des instants t, en heures, les
intensités correspondantes i, en amperes, et il fournira une estimation de la

charge en A.h.

Voici le relevé expérimental :

t (en h) 0 025 05 1 4 10 13 14 14,5

15

i (en A) 4 3 2,7 2,5 2,4 2,3 2.1 1.8 1,5

Ce qui correspond a la courbe suivante:
i
|

<+

METHODE DISCRETE DES TRAFEZES

F(x7)=2.1
Xg=14
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F(X8)=1.8
X9=14.3
F(X?)=1.5
X10=15
FiX10)=1

L7 INTEGRALE VAUT:Z4.Z375
VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMMEY:N

Le programme fournit le résultat g = 34,3 Ah.

8. Méthode discréte de Simpson
a. Principe

Cette méthode est la généralisation de la méthode de Simpson aux fonctions
discretes.

Il faut ici que le nombre de valeurs x; soit impair: 2m+1.

On démontre alors que:

X2i+1
T2i = J _"_I'_" f(x) dx
X2i 1

2
T T R R L S L T —7h1)f(x2-,,1)]
6h, hy h,
avec.
hy =X — X211 et ho = Xoi, 1 — X

et par suite:

m
X2m+1
n f(x) dx = Z T2i
i1

X1

Cette formule est exacte pour les polynémes de degré 2.
b. Programme

L'utilisation du programme reste en tout point identique a celle du programme
précédent.
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Si le nombre n de points est pair, la méthode de Simpson est appliquée sur les
{(n— 1) premiers points; la méthode des trapézes est alors utilisée sur le dernier
intervalle, ce qui en général affaiblit la précision.

On aura donc intérét a utiliser autant que possible le programme avec un nombre
impair de points

D'autre part, plus le nombre de points est important, moins la perturbation
causée par la méthode des trapézes est sensible

100 DIM X (100), Y 10
7000 CLS

7010 FRINT
FRINT
G20 INFUT "N
20 FOR I =

7040 FRINT

7050 FRINT

TOA0 NEXT I

FO70 T =0

7080 FOR I =

7090 H = X(I + 1i

Jieo T o= T 4+ ({2
0/ E +HY/
5 /

7110 NEXT 1

7120 IF INT (N
DY)y % (YVIND

7120 FRINT FRI

7140  FRINT : INF
ETey 2

7150 IF I% = "'0"

71460 END

TAEB( )3 "METHODE DISCRETE DE SIMFSON": FRINT

="iN: FRINT : IF N < 3 THEN 7020
1 TO N

"YMiTpr INFUT "="pX (D)

MEOX3 Ty INFUT "™)="3Y (D)

1 TN - 2 8TEF 2

c. Exemples commentés

- X{D Kk = X(I + 2} - X{I + 1)

¥ H = k) % ¥Y(I) + ¢({H + k) ™ 2) X v{(I +
Eox (2 % K - HY ¥ Y(I + 203 % (H+ k) /
A2y =N/ 2 THEN T = T + (X(N) — X{(N -

YN - 1)) /2

NT "L"INTEGRALE VAUT:";T
UT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMM

THEN 7000

METHODE DISCRETE DE SIMPSON

x1=1

F(X1)=1
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X2=2
F(x2)=4
XI=5
F{x3)=25
X4=7
F(X4)=49
X5=10
F(X5)=100

L™ INTEGRALE VAUT:ZZ3

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMMEY:0
METHODE DISCRETE DE SIMFSON

N=&

X1=1
FiX1)=1
X2=2
F(Xx2)=4
XIZ=5
F(XZ)=25
X4=7
F(X4)=49
XG=10
Fi{X5)=100
X4=20
F(X&6)=400

LT INTEGRALE VAUT: 28I

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMMET:N

METHODE DISCRETE DE SIMFSON

N=10

X1=0
F(X1)=4

TN
Al a uld

FIX2)=3
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XI=.5
F(XZi=2.7
X4=1
F(X4)=2.5
XS=4
F(x5)y=2.4
X&=10
FiXe)=2.32
X7=12Z
FX71=2.1
X8=14
F(x8)=1.8
$9=14.5
F(X?)=1.5
X10=13
FiX10)=1

LT INTEGRALE VAUT:Z4,0972227
VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME?:N

Nous avons repris le calcul des intégrales étudiés avec la méthode des trapezes.

Dans le premier cas, le résultat est exact: en effet le nombre de points utilisés est
impair et la méthode de Simpson donne toujours un résultat exact pour les poly-
némes du second degreé.

Dans le deuxiéme cas, le résultat, meilleur que celui obtenu par la méthode des
trapézes, reste relativement imprécis, car le nombre de points étant pair, la
méthode de Simpson n'est appliquée qu'entre 1 et 10.

fix) 4
400 T . .
approximation
parabolique
approximation linéaire
sur le dernier intervalle
100 T+
1 ——
t
20 X
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9. Conclusion

Des cinqg méthodes que nous avons étudiées pour l'intégration des fonctions
continues, notre préférence va a la méthode de Romberg.

Celle-ci permet de s'affranchir du nombre d’intervalles a utiliser et surtout de
connaitre un ordre de grandeur de la précision du résultat.

Nous retrouverons d'ailleurs cette méthode dans le chapitre suivant consacré aux
séries de Fourier.

En ce qui concerne les fonctions discrétes, la meilleure méthode est bien
entendu celle de Simpson.
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Séries
7 de Fourier

1. Introduction

Le fait qu'une fonction périodique puisse s'exprimer sous forme d'une somme de
fonctions sinusoidales n'est pas un résultat qui laisse indifférent: comment peut-
on obtenir de cette maniére un signal carré, triangulaire ou en dent de scie?

Et pourtant, la plupart des fonctions périodiques (de période T) peuvent se
décomposer selon leurs harmoniques fondamentales, c’'est-a-dire se développer
en série de la forme:

fix) =ap+ Y (ancosng$x+bnsinng_r§x)
n 1

De telles séries sont appelées séries de Fourier.

Nous commencerons par nous intéresser au calcul des coefficients a, et b, de la
série de Fourier d'une fonction f.

Nous représenterons ensuite le spectre de la fonction, qui permet d'apprécier
entre autre la rapidité de convergence de la série de Fourier.
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Le troisieme programme représentera le signal défini par les coefficients de sa
série de Fourier; nous pourrons alors comparer directement le signal reconstitué
avec le signal initial.

Nous terminerons cette étude avec I'examen de divers exemples.

Pour utiliser les trois programmes simultanément, ce qui est ici particulierement
intéressant puisqu’ils sont interactifs, il faut remplacer chaque instruction END
par l'instruction GOTO 10@ et ajouter le menu:

100 TEXT :CLS

110 PRINT TAERC 5)3"SERIE DE FOURIER": FRINT

120 PRINT : FRINT "1- CALCUL DES COEFFICIENTS"
1Z0 PRINT : FRINT "2- REFRESENTATION DU SFECTRE"
140 PRINT : PRINT "Z- SYNTHESE DU SIGNAL"

150 FRINT : FRINT "4- FIN"

14 FRINT @ INFUT "VOTRE CHDIX:":;E

170 ON E GOTD 1000, 2000, 2000, 4000
180 GOTO 100
4000 END

L'ensemble nécessite environ 6 Koctets de mémoire.

2. Calcul des coefficients

a. Principe

Lorsqu’une fonction périodique f de période T admet un développement en série
de Fourier, celui-ci est unique. Les coefficients sont alors donnés par:

fix)=ap+ Y (a,cosn 2—_?x+bnsinn ET—n—x)

n-1

avec:
1 (T
ag= — 2 f(x) dx
T T
i)
2 [T
) a, = — 2 f(x) cos (n == x) dx
T T
J 2
[T
b,= »2- 2 f(x) sin (n 277tx) dx
T T T
J 2
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Le calcul des intégrales sera effectué par la méthode de Romberg, étudiée dans
le chapitre précédent. Rappelons simplement que cette méthode permet de choi-
sir la précision des résultats.

b. Programme

La fonction f doit étre définie a partir de la ligne 190@ du programme sous la
forme:

1900 Y 0

1919 IF X > Pl AND X< 0 THEN Y=-P1/4
1920 IF X >0 AND X <PI THEN Y-Pi/4
193¢ RETURN

Ceci correspond au signal carré:

fix)

| =
I 4

Il est important que les points de discontinuité de |la fonction soient affectés de la
valeur O; les calculs des intégrales sont dans ce cas les plus précis.

Il faut également préciser la période de la fonction a la ligne 1950 du
progamme :

1950 T 24Pl

Remaraue: Certains interpréteurs BASIC ne possédent pas la valeur de la cons-
tante Pl ; il faut alors la définir au début du programme, par exemple :

5 Pl 3.1415926536

Le programme demande ensuite le nombre de termes a calculer (égal au plus a
20) ainsi que la précision désirée.
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10 C = 27%9:L = 159:F] = 3.1413925534
200 DIM ALZ0),B(205 ,CE0) ,FID) AR (2O
1000 CLS

1010 PRINT  TAE( S);"CALCUL DES CD
1020 FRINT FRINT "1- DEFINITICHN
1026 PRINT @ PRINT "2- CALCUL DE
1640 FRINT @ INFPUT "VOTRE CHOIX:";E
1050 IF E = 1 THEN LIST 1900 - 1999: END
10&0  GOSUER 1930

1070 PRINT @ INFUT "NOMBERE DE TERMES A CALCULER:"iNB: FRINT

S": FRINT
C

pled

43

1080 IF NB < 1 OR NEB » 20 THEN 1070

1090 INFUT "PRECISION (1 A B):";E: FRINT
1160 FOR @ = O TO NE

1119 PRINT

20N = Qe = = T / 2:T2 = T / 2000

1120 % = A GOBUE 1900:YA =Y X COE (2 ¥ FI x O x X/

X
)]
1140 X = -~ A: GDOSUBR 1900:YEB = Y ¥ COS (2 ¥ FI x @ x X

IF ARS (X < T2 THEN X = 0

GOSUE 1900

DTN = TG, N+

T ONEXT I

TLOWMN)Y = TLO,N) ¥ H

FOR F = 1 TO N

1280 K = N - F

1270 TP Y = (04 ~ FY ¥ TR - 1,0+ 1Y - TF - 1,k
N

1280 NEXT F

1290 IF (N < 4) DR (@

-

¥ CDS (2% FIL xR x X /T

t
i3

AND N < &) OR (2 & AND N

1
BE (TON,0Y = TN - Ly < 10~ - EY THEN

1240
1210 IF N 10 THEN 1140
1220 PR o= 1 +

1
0G ¢ AEE (TIN,O) — TIN - 1,010 %
)

THEN  PFRINT "LA FRECISION NE FE
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43

¢
I

¥

%

¥ FI x O

L

i {
ki

S1b

¥ X

X0

FI

%

H

>

Fv

NEXT

14

15

THEM

E)

Ded

]
J

s B

)
L]
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NFUT "WDULEZ-vOUS REUTILISER LE FROGRAMM

= 0" THEN 1000

3. Représentation du spectre

a. Principe
Nous avons vu que la série de Fourier d'une fonction f s'écrivait sous la forme:

+o0 2 2
flx)=ap+ 3 (a,cosn T:_ x + b, sinn ;E x)

n-1

Elle peut encore s'exprimer ainsi:

+ o0 2n
fix) = ¥ cee*F>

k = —o0

ou les coefficients c, sont complexes et donnés par:

Co=ag ap = Co

Cr = a_%ﬁ <« a,=Cyx +C i

C = 3+ b b, =ilc, — c_y)
avec k > 0

Le module du coefficient ¢, représente en quelque sorte le "poids” de I'harmo-
nique k dans le développement de f en série de Fourier.

Portons alors sur un graphe les modules des coefficients ¢, en fonction de la
fréquence: nous obtenons le spectre de la fonction f.

185



Un spectre se présente donc sous la forme d'une suite de segments paralléles
(que l'on appelle raies); chaque segment correspond a un harmonique et sa
longueur est proportionnelle au module du coefficient c,.

Il est possible d'apprécier la convergence de la série en considérant la décrois-
sance des raies; plus celle-ci est rapide, plus la convergence de la série vers la
fonction I'est également.

b. Programme

Le programme trace le spectre sur I'écran a partir soit des coefficients calculés
par le programme précédent, soit de coefficients qui lui sont fournis.

Il faut ici encore préciser le nombre de raies a représenter (au plus égal a 20).

Le programme utilise la haute résolution graphique de |'ordinateur, et voici la
signification des commandes graphiques employées:

- HIRES: place l'ordinateur en mode haute résolution.

— TEXT: place l'ordinateur en mode texte. (Certains ordinateurs ne distinguent
pas mode texte et mode haute résolution.)

- LINE(A,B)-(C,D): trace un segment de droite entre les points de coordonnées
(A,B) et (C,D).

Ces instructions {ou leur équivalent) sont présentes sur la plupart des micro-
ordinateurs; il ne devrait donc pas y avoir de difficultés d'adaptation.

Pour conserver un facteur d’échelle constant et permettre des comparaisons
directes entre différents spectres, nous avons systématiquement affecté la
longueur maximale des segments (soit dix unités) a I’harmonique de coefficient
Ic,| le plus élevé; celui-ci est en général le terme fondamental (ordre 1).

L3
D010 FRINT  TAE( S) 3 "REFRESENTATION DU SFECTRE": FPRINT

20Z0 FRINT @ FRINT "1= UTILISATION DES COEFFICIENTS DE
I8

TOT00 FRINT " CALCULES!

ERINT @ FRINT "2~ INTRODUCTION DES COEFFICIENTS"

FRINT @ IHFUT "VOTRE CHOIX:':E

IF £ = 1 THEN 2E10

UT UHOMERE DE TERMES: i NE

186



2090
200
2110
2120
e

]

2140
2150
21460
2170
2180
2190
2200

2210

Yy
2EI0

2240

ey
Fartaw i)

DRA0

ey

-
2000

ﬂ’ﬂol)

a7

AT

Al

-~

o

2TED
o]

g

.gu

1U
2420

pgp—
24T

2440 L

IF NE
FRINT

INFUT "&0:v;
D)y = ARS |

FRINT
FOrR I
FRINT
INFUT
FRINT
INFUT
FRINT
MEXT I
MY = 0
FOR
cood
IF

%lj

IF HX = O TH
FOR I = 1 TO
Cory = D1y /7

NEXT 1
E = INT ((C
TEXT :HIREE
hgA 10:YEH
LTNE ¢
LIRE(
LIN;(
FOR

XG0y -

Ay
(NE

PRVIFN

A
(Y Y

)
I =1

"‘: 24

T

L
IF (1 /
INECEA,

ey 7

Fany
JIHE (XA + {NE
G+ XA+ (NE
RICYT T
NS A L L
FOR I = 1 TO
THE + T ¥
MEXT I
IHFUT "YOULE

]

-
T
et

e M
= i

71

]

- 20

L - 10
CXA, LD
+ 1)
(2 %

1

+ 10 %

THERN

inie)
R

¥ B,
X

THEN 2070

¥ B(DYS

= C{I)
L - 2
SO(NE 4+ 1))

(XA + (NB + 1
¥ E,Yﬁ)

+ (NE + 13

T RN & P
¥ E,YA - ¥ (L - DO
E,¥a ~ T % (L - 20
- ¥4 0+ 1 ¥ E.vh - CUI

¥

=

-5

|y
[
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4. Synthése du signal

a. Principe

Nous nous sommes intéressés jusqu’a présent a la transformation de la fonction
f en sa série de Fourier; nous allons maintenant adopter la démarche inverse: a
partir des coefficients de Fourier, nous allons calculer puis représenter la fonction
f.

Ceci nous permettra en particulier de vérifier les résultats des calculs et d'appreé-
cier la rapidité de convergence de la série de Fourier vers la fonction.

b. Programme

Le programme peut ici encore utiliser des coefficients qui lui sont fournis ou les
coefficients déja introduits ou calculés par Iintermédiaire de l'un des
programmes précédents.

Les harmoniques sont additionnés les uns aprés les autres, il est donc possible
de visualiser tous les intermédiaires de la reconstitution ; cependant, pour éviter
une saturation de I'écran, nous avons prévu la possibilité de choisir les courbes
que l'on désire superposer sur |'écran.

Afficher la courbe 7 signifie donc tracer la fonction obtenue en sommant les sept
premiers harmoniques (avec éventuellement la composante continue correspon-
dant au terme a,).

PO0o= 2790 = 159:F1 = I, 14159025574

et

MOBIZOY (BO20  C20) ,POC)  AF (20)

FRINT TAE{ S:';"SYNTHESE DU SIGNAL": FRINT

FRINT : FRINT "1- UTILISATION DES COEFFICIENTS"
FRINT "  FRECEDENTS"

FRINT : FRINT "Z- INTRODUCTION DES COEFFICIENTS®
FRINT : INFLT "WDTRE CHOIX: ";E

TFE = 1 THEN 7200
FRINT

INFUT "NOMERE DE TERMES: " NE
TFNE 1 OR MR D

FRINT

INFUT "R 6100

FRINT
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FOR I = 1 TO NE
FRINT “A";I;
INFUT A1)
FRINT "E";1;
INFUT B(D)
FRINT
NEXT 1
FRINT : FRINT "COUREES A AFFICHER :": FRINT
FOR K = 0 TO NE
FRINT "COURRE NUMERD ;b
INFUT K3
D AF(EY = O
IF K% = "0" THEN AF(K) = 1
NEXT K
¥T :tHIRES
INT (O / 2)
= INT (L /
(XA, - (XA, L)
E(0,YA) — (C,YA)
INT ({C - 5) / 24)

I = 1 70 12
CiFG = O

ST = INT (I / 3) THEN LG = Z:FG = 1
A2 = INT (I / 2) THEN LG = Z:FG = 2
doa = INT ({1 / &) THEN LG = 7:FG = =
D LINE(XA + D ¥ I % DG,YAR - FG) - (XA + D I ¥ DG,Y

A - FG + LG
400 NEXT 1
%410 IF D = 1 THEN D = - 1: GOTQ 240
420 FOR I = 1 705
T4T0 LG = T:iFG = 1
T840 IF (I / %) = INT (I / 5) THEN LG = S:FG = 2
7450 LINE(XA - FG,YA - D % I ¥ (L - 200 / 10) - (XA - F
G+ LG.YA - D % I % (L - 200 / 1)
T460 NEXT I
7470 IF D = - 1 THEN D = 1: GOTO 2420
T420 FOR I = 0 7O C

Yho - A0y % (L - 200

]

~ 1Z % D
L] * E\_,
¥ DG

= & THEN Z54&0
= O AND POy < = L THEM LINE(XD, INT

(XF, INT (PO
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=1 TO NE

2580 IF AF(I) = 1 THEN FL 1

2590 IF ACIY = 0 AND EB(I) O AND FLL = O THENW 3&%0

ZH0C K = 1 % 2 ¥ FI /7 CXikl = - FI X 1

3610 FOXDY = F(XD: - (L - 20} / 2 % (ACI) X COE (K1) -
E{I) ¥ SIN {(E1))

2620 FOR J = XD + 1 TO XF

260 K2 = (J - XDY ¥ K - K1

I640 F(J) = F(I) - (L - 2¢) / 2 % (A(CI) ¥ COE (KZ) + B
(1Y x  SIN (EZ))

2650 IF FL = O THEN 7480

IO IF F(I) < 0 OR FOI) » L OR FCJ - 1) < O OR F{J -
1Y » L THEN 3Z6B0

2670 LINEW - 1, INT (F{(J - 1))) - (J, INT (F{2)))

2680 NEXT J

2690 NEXT 1

L7000 INFUT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMMET:";Z¢

TEXT

IF 2¢ = "0" THEN 2000

END

5. Exemples commentés

Nous allons maintenant appliquer les programmes précédents a |'étude de diffé-
rents signaux fréquemment rencontrés en électricité.

Pour chaque exemple, nous comparerons les coefficients de Fourier calculés par
le programme avec les valeurs exactes, nous représenterons le spectre, et quatre
étapes de la reconstitution nous permettront d'apprécier la convergence des
séries vers les fonctions (n représentera le nombre d’harmoniques utilisés pour
chaque courbe).

a. Signal carré

Voici tout d'abord la représentation graphique d'un tel signal, tel que I'on pourrait
I'observer sur un oscilloscope qui serait connecté a un générateur de signaux:

—

L
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Nous limiterons notre étude a une période de ce signal, et nous programmerons
en fait la fonction suivante:

f(x)

k]
—

100 Y=0

1910 IF X>-FI AND ¥<0O THEN Y=-FI/4
1920 IF X>0 AND X<FI THEN Y=FI/4
1950 T=ZxFI

Rappelons que les valeurs adoptées aux points de discontinuité jouent un réle
essentiel lors du calcul des coefficients.

Les valeurs des coefficients de Fourier d’'un tel signal sont:

a,=0
1 . . .
b. — — SI n estimpair
n

O si n est pair

Voici les résultats fournis par le programme avec une précision demandée de 7 :

CALCUL DES COEFFICIENTS

MOMEBRE DE TERMES A& CALCULER:Z20
FRECISION (1 A )7
H0=0

f1=0 Bi=1

AZ=0 BZ=0
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T T TIrererarererer
S=0) EL_'.-—, RN RS

L e T o DA e o o T A e P

Ad=0 B4=0

AS=0 bh=, 192090990

&=0 B&=0

F7=0 B7=,14285714%

Ag=0 B8=0

A9=0 EP=,111111111

ALO=0 Blo=0

f11=0 B11=,0009092071

AlZ2=0 B12=0

A1I=C B13=, 07492207468
Bl14=0
El15=, 0450545648647
Bl&=0
B17=,05882752932
E18=0
B12=,0526315788
BZ20=0

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME:N

Les valeurs obtenues sont en fait exactes a8 10 9 prés.

Il n"est pas surprenant que les coefficients a, soient nuls, puisque la fonction f est
impaire.

Représentation du spectre:

i )

] I

] ' N
l|1]l|||||l‘llfl|l[

Nous constatons immédiatement que le signal carré ne posséde que des harmo-
nigues impaires.
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Reconstitution du signal:

7 Y
// %f\vﬁ\/\Hl
‘ i ‘l.
iy 4
et bt «t}'e\\+ .r+,r.. 1 ¢L
'\\ / HWL }[
N/ \
n= 1 \L""-__--/ -+ n :5 ’ \\—/ ‘::
!
T 1
d ﬂ’mf\/wvw\ﬁ\}q
{
[
{— -ttt 1 + bttt — —-'1|—--*-4—+”+—+—0-F + 4 +
iﬁ 4+
uf\vl‘\v‘r"\ \/\ : \N\dz\ WA VAN AY
n-10 1 n-20 !

b. Signal triangulaire

Nous aurions sur |'oscilloscope avec un tel signal:

AN
\/l\/ N
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Pour une période, nous considérerons donc:

f(x) 1

4

x

A

1900 Y=0
19210 IF X<=0 THEN Y=(FI/Z+X)/2
1920 IF X:0 THEN Y=(FI/2-X) /2
Les valeurs des coefficients de Fourier sont:

2 . . .
—— sinestimpair
mn

a . .
. 0 si n est pair

b, O

Les résultats fournis par le programme avec une précision demandée de 4 sont
en fait exacts @ 10 6 prés.

CALCUL DES COEFFICIENTS

MOMBRE DE TERMES A& CALCULER:Z0
FRECISION (1 A B):7

AO=. 626619772

f1=0 Bl1=0
AZ=-.424417181 BZ=0
AZ=0 BZ=0
A4=-_084BRL&744 B4=0
AS=0 ES=0
fAbh=--, 0OILZT7RETES B&=0
A7=0 B7=0
48=-, 0202101515 E8=0
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AF=0C B9=0
AlO=—,0128610035  B10=0

Al1=0 B11=0
A12=-8,9037730BE-03B12=0
AlZ=0 B12=0
Ald=-4.52743259E-02B14=0
ALS=0 B15=0
Alb=—4,99300458E-0IE16=0
A17=0 B17=0
A18=-2.9419185E-07 R18=0
A19=0 BE19=0

AZ0=-2,19107666E-02RZ0=0
VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME:N

Représentation du spectre:

-1 r
b I
- —

Comparons ce spectre avec celui du signal carré : la décroissance des raies est ici
plus marquée et la série converge beaucoup plus rapidement vers la fonction

(ceci s'explique par le fait que les coefficients du triangle sont en —12~ alors que
n

, , 1
ceux du carré ne sont qu'en — ).
n
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Reconstitution du signal:

Nous constatons la rapide convergence de la série:

n=1 n=3
[ !
/N /N
N AN
NS N
n-7 ] n =20 ]

c. Signal en dent de scie

Nous observerions sur |'oscilloscope :
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Nous ne retiendrons qu’'une période pour le programme:
fuw

1200 ¥=0
1910 IF X»=FI AND X<PI THEN Y=X/FI
1920 REM

Les coefficients de Fourier sont:

a,=0
2
—(_1\n+1 &
by ={=1) “mn

Les résultats fournis par le programme avec une précision demandée de 6 sont
exacts a 10 9 prés.

CALCUL DES COEFFICIENTS

NOMEBRE DE TERMES A CALCULER: 20

FRECISION (1 A 8):6

AO=0

Al=0 Bl=.8636519772
2=0 Bi=-.2183098846
AZ=0 B3=.2122046591
A4=0 Bd=-_15915494Z
AS=0 BS=. 12732272955
&=0 B&=-. 10561072296
A7=0 B7=,0909454819

197



AB=0C

A=

A10=0
All=0
A12=0
Al1Z=0
A14=0
A15=0
AlL=0
Al17=0
A1B=0
A19=0

AZO=0

B8=-.07935774712
B9=.0707335302
BlO=-, 082465619772
B11=, 057374525
B12=-.0530516479
B13=, 0489707324
B14=-,0454728411
B15=,04244131832
Bl&=-, 0297887357
B17=,0374482222
B18=-, 02324677465
B19=. 03250463039
B20=-, 0218209885

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME:N

Représentation du spectre:

Reconstitution

it

+
+

du signal:

|
L/
v
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L
L
-+
4
T
=+
S

——t

+—+

n=10 n=20

d. Sinusoide redressée simple alternance

Ce signal pourrait s'observer en visualisant la tension présente aux bornes d'une
diode utilisée en régime sinusoidal:

J\’V\J\

Nous ne retiendrons qu’une période de ce signal:

f(x)

1900 ¥=0

1R10IF X:=0 THEN Y=SIN{X)
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Les calculs théoriques fournissent les valeurs suivantes:

1
aO -
s
0 si n est impair
an 2 i i
— —-—5—— SInestpair
(n2—1) P
i
b, -
12
b, 0 pourn > 2

Avec une précision demandée de 4, le programme donne les valeurs exactes &
10 7 prés, sauf le coefficient a,o qui n'est juste qu'a 2.10-4 pres.

CALCUL DES COEFFICIENTS

NOMERE DE TERMES A CALCULER:Z20
FRECISION (1 A 8):4

AO=, 31820998

Al=0 E1=.5
A==, 2122068655 B2=0
AZ=0 BI=0
Abd=—, 0424413257 B4=0
AS=0 BS=0
AE=-. 0181891347 B&=0
Q7= 17 =0
AB=~.0101050781 B8=0
AQ=0 B9=0
A10=-4.60951968E-0TRB10=0
AL1=0 Bl11=0
A12=-4,4517192E-07 B1Z2=0
A1Z=0 B13=0
Al4=-7. 2647 16Z8BE-0ZRB14=0
ALE=0 B1S=0
Al1E=-2.49654974E-02R1&=0
A17=0 B17=0
A1B8=-1.9709595E-07 B12=0
A19=0 B19=0

AR20=-1.53955I972E-0ZRB20=0

VOULEZ-VDUS REUTILISER LE FROGRAMME:N
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Représentation du spectre:

I 1 1 I~
| S S S
1 1 1 ] 1 T 1 T t T T L ] T l§ 1 T '
Reconstitution du signal:
1 |
L /_\ |
N // ™ -
t \r‘ 1 : t !/ t t t t t + —M‘#‘h:t’é——i—ﬁﬁ‘—f—k—ﬁ-f———l——
t
| I
L
1
n=1 n=2
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e. Sinusoide redressée double alternance

Ce signal pourrait s'observer en sortie d'un pont de diodes:

A

Sur une période nous obtenons:

fix)

1210 ¥=ABS(SIN X} )

Les calculs théoriques fournissent les valeurs:

aog

=)

0 si n estimpair
“ 4 si n est pair
a(n?-1)
Avec une précision demandée de 7, les résultats sont obtenus a 10 ° prés:
CALCUL DEE COEFFICIENTS
NOMBRE DE TERMES A CALCULER: 20

FRECISION (1 A @):4
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AC=0
Al=.6345177469 B1=0

AZ=0 B2=0
AZ=, 0707353201 BI=0

A4=0 EB4=0
AS=. 02544648096 R5=0
Ab=0 B&=0
A7=.0129922395 B7=0
AB=0 B8=0
A9=7.859504724E~-0F R9=0
Al10=0 B10O=0
Al1=5.26137162E-03 EB11=0
AL12=0 B12=0
AL1Z=3,746705407E-02 BI13=0
Al4=0 B14=0
A15=2.82942049E-03 B1S=0
A16=0 B16=0
A17=2,20283577E-03 R17=0
ALB=0 BE18=0
A19=1.74219098E-0Z E19=0
AZ20=0 B20=0

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FPROGRAMME:N

Représentation du spectre:

]

_J L
| -
B -
=1 r~
- ! }.
- =

]

] | 1 i .
T — +——r—t—r—t—r—t—T Tt
o [ [ 1
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Reconstitution du signal:

\

N

/\ 1
/ I
\;

e
n-2 T

-/
/

4
T

-

N L
— + T +

SWaN
N

f. Signal rectangulaire de rapport cyclique 1/4

On observerait un tel signal grdce a un générateur de signaux:

rapport cyclique

. M

n

t
™

—

T 11
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Nous retiendrons donc:
f(x)

— '

ENEY)

7—- Nine

Al:-t

1900 ¥=0

1210 IF X&:-FI AND X<-FI/Z THEN Y=FI/4

1220 IF Xi:-FI/72 AND X<F1 THEN Y=-FI/4

Les coefficients de série sont:

g T
° 8
. sin=4p + 1
2n
a, Lsin:-4p+3
2n
0 sinestpair
0 sin=4p
1 .
— —sin=4p+ 1
5 in p
bn ' .
1 sin=4p + 2
n
——1fsin::4p«+3
2n

Les résultats obtenus avec une précision demandée de 4 sont exacts a 10 7/
pres:

CALCUL DES COEFFICIENTS

NOMBRE DE TERMES A CALCULER:Z20
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FRECISION (1 A 8):

AQ=-,392699082
Al=—-.499999998
[E=0

AZ=. 148564646667
A4=0

AS=-. 0999999R8S
AL=0
A7=.071428571646
AB=0

AR=-, 0555535521
ALO=0
Al1=,0454545339
ALZ2=0
AlZ=-.02845614755

Al4=0
A1S=, OIZII33E39
A16=0
A17=-,02941174628
A18=0

A19=.028315
AZ0=0

7874

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME:

Représentation du spectre:

206

4

RBl=-, 499999993
B2=,499999%99
BIi=—. 1588646466467
B4=0
S=-,0999999894
B&=. 16666465667
B7=-.0714285714
ES=0

B9=-, 0355555519
Bl10=, 0999999891
Bl11=-.04545453%7
B12=0
Bl1Z=~,0384514765
B14=,0714285715
B15=-, 0373333342
B16=0
B17=-.02941174634
B18=. 0535555527
B19=-,0263157872
BR20=0




Reconstitution du signal:

4

A4

-+

“an.

4+ 4
r LN\M‘,’\A’V\
/\/\/\f\/\/\/\j T
n=10 n=20
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Equations
8 différentielles

1. Introduction

Une équation différentielle est une équation dans laquelle interviennent, en plus
de la variable x et de la fonction vy, les dérivées successives de la fonction vy,
jusqu’'a un ordre n, appelé ordre de |'équation différentielle. Ainsi, une équation
différentielle se présente sous la forme générale:

Résoudre I'équation différentielle, c’est trouver I'ensemble des fonctions y véri-
fiant I'équation ci-dessus.

On ne sait actuellement résoudre les équations différentielles de maniére exacte
que sur des cas particuliers, et il faut le plus souvent recourir aux méthodes
numériques pour obtenir les solutions d'une équation quelconque.

Nous présenterons ici des méthodes et des programmes permettant la résolution
des équations les plus frequemment rencontrées.

Les deux premieres méthodes, celle de Runge-Kutta et celle dite prédicteur-
correcteur concernent les équations du premier ordre.
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Le troisieme programme résoud les systémes d'équations différentielles (non
nécessairement linéaires).

Nous verrons enfin I'extension de la méthode de Runge-Kutta aux équations
d'ordre quelconque.

Pour utiliser les quatre programmes simultanément, il faut remplacer chaque
instruction END par l'instruction GOTO 1@@ et ajouter le menu:

100 CLS
110 FRINT  TAR( 2);"EQUATIONS DIFFERENTIELLES": FRINT

120 PRINT @ PRINT "1- Y =F(X,Y) METHODE DE RUNGE-FUTTA

120 FRINT ¢ FRINT "2- ¥ '=F{X,¥Y) FREDICTEUR-CORRECTEUR"

140 FRINT : FRINT "3- EQUATION D°ORDRE N"

150 FRINT : PRINT "4- SYSTEMES DE N EGUATIONS DE DEGRE
1“

140 PRINT @ FRINT "3- FIN"

170 FRINT INFUT "VOTRE CHOIX:":;E

180 0ON E hﬂTD 1000, 2000, 2000, 4000, 5000
192G GOTO 100
5000  END

L'ensemble nécessite environ 5 Koctets de mémoire.

2. Rappels théoriques

a. Les conditions initiales
Une équation différentielle n"'admet généralement pas une solution unique, mais
une infinité de solutions.

La détermination d'une fonction solution nécessite donc |'apport d’informations
supplémentaires sur la fonction, que I'on appelle le plus souvent conditions
initiales.

Soit x, un point quelconque. Les conditions initiales sont alors .
e pour une équation du premier ordre, la valeur de la fonction en x,, soit y{(xq},

e pour une équation d'ordre n, y(x,) et les valeurs des (n— 1) premiéres déri-
vées de y au point xq, soit y'(xg), y"'(xg), ..., y" Vxg).
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Les conditions initiales étant fixées, il ne reste généralement plus qu'une
solution.

En fait, les problémes physiques faisant intervenir des équations différentielles
font apparaitre naturellement ces conditions initiales.

Par exemple, un objet en chute libre dans l'air obéit a laloi:
mz’' +kz —g=0

Les conditions initiales sont alors la position z, = z(ty) et la vitesse z'5 = z'(ty) du
mobile a l'instant origine t,, valeurs indispensables a la détermination complete
de la loi du mouvement.

b. Equations résolues

Toutes les équations auxquelles nous allons nous intéresser sont des équations
dites résolues. Cela signifie que la dérivée d'ordre n peut s'exprimer au moyen
des (n— 1) autres dérivées, de la fonction et de la variable.

Une équation résolue se présente donc sous la forme:

(n) _

y F(y(n Hlyin 2),.~-,Y',Y,X)

Une équation telle que:
y' +e =y —y

n'‘est pas une équation résolue et ne pourra donc pas étre traitée par les
méthodes exposées dans ce chapitre.

c. Forme analytique et forme discréte
La résolution théorique d'une équation différentielle fournit la solution sous sa
forme analytique.

La solution fournie par le programme sera sous forme discrete, c’est-a-dire sous
forme d'une suite de valeurs prises par la fonction pour des valeurs équidistantes
de la variable x.
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Yn

e e e ———— -

X4 X2 X3 Xa Xn Xpy X

La solution sera la suite des valeurs y,, y,, ..., y,.

3. Méthode de Runge-Kutta appliquée aux équations
du premier ordre

a. Introduction

L'équation a résoudre se présente donc sous la forme:
y = fly.x)

avec la condition initiale en un point x4, soit:
yixo) = yo

Nous allons de plus fixer la valeur finale x, de la variable.

Il s’agit donc de déterminer la solution pour des valeurs de la variable comprises
entre x, et X,

Nous savons que la réponse de |'ordinateur est une fonction discréte, définie
pour un certain nombre de valeurs de la variable.

Il faut donc fixer le nombre n de points calculés entre x,, et x,. On peut alors défi-
nirun “pas de calcul” h égal a la différence entre deux valeurs successives de x.

En résumé, les données sont:
- l'équation y' = f(x,y),

- le pointinitial (xq,yo),



— l'abscisse finale x;,
— le nombre de points a calculer,

et le résultat est I'ensemble des valeurs y;.

y A
Y2
vi M
) |
Yo | | Yf
? I I ?
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | 1
Xo X Xy =mmmmeeemms oo oo oxg X

Avant d’étudier la méthode de Runge-Kutta, nous verrons le principe de la
méthode d'Euler, d’'une interprétation plus facile, sans toutefois donner un
programme, car les résultats fournis par cette méthode sont médiocres.

b. Méthode d’Euler

Supposons un point (xq,yg) connu.

La méthode d'Euler consiste alors a poser:
Y1 = Yo+ hflyg.xp)
y2 vy + hfly;xy)

Yn Yo 1 t h f(yn 1 Xn 1)

Le principe consiste donc a assimiiler la courbe & sa tangente en chaque point x;,
puisque fly, x;) est le coefficient directeur de cette tangente.

v 4

Yi+ 1

erreur &
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Cette méthode est simple et, contrairement aux méthodes suivantes, présente
I'avantage d'une interprétation graphique évidente. Cependant, les erreurs
commises a chaque pas se cumulent et elle n’est jamais utilisée en pratique du
fait de son imprécision.

c. Méthode de Runge-Kutta

La méthode présentée ici est une méthode d'ordre 4, ce qui signifie que le déve-
loppement de y autour de x, coincide avec son développement de Taylor a
I'ordre 4 :

2 h3 h4

yn+1:Yn+hyn+’§ Ynt 6 Y n+2’21 Y n

Bien entendu, il existe d'autres méthodes selon I'ordre de coincidence avec la
formule de Taylor; en particulier, on peut remarquer que la méthode d'Euler n'est
rien d'autre qu'une méthode de Runge-Kutta d’ordre 1.

On utilise habituellement la formule d'ordre 4 car elle représente un bon compro-
mis entre cornplexité, rapidité de calcul et précision.

A partir d'un point connu (x,,y,), le point suivant est déterminé par les formules
suivantes:

Ko = h f(Xn'Yn)
h K
K, = h fix, + oYt »-20 )
h K
Kz’hf(xn+'2,yn+21)
Ky =hflx, +h vy, + Ky)
alors:
1
Yni1 =Ynt é (KO+2K1 +2K2 + K3)

La signification des formules n'est plus du tout intuitive comme dans le cas de la
méthode d'Euler.

Par contre, la précision est bien meilleure. On peut montrer que I'erreur sur un
pas, pour la méthode d'Euler, est de I'ordre de h?; cette erreur est de |'ordre de
h® pour la méthode de Runge-Kutta.

Le principal inconvénient de cette derniére est la longueur du temps de calcul.
Quatre évaluations de la fonction sont en effet nécessaires pour chaque pas, et
prennent d'autant plus de temps que la fonction est compliquée.
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d. Programme
e La fonction doit &tre programmée a partir de la ligne 28@@, sous la forme:

2800 F- 4xY+X

ou Y désigne la fonction et X la variable.
e |l faut ensuite lancer le programme qui demande :
— le point de départ (x,yo).
- la deuxiéme borne de l'intervalle d'étude x;,
— le nombre de points a afficher n,
- la finesse m.

e La finesse est un moyen d'augmenter la précision du calcul. La précision est
bien sr directement liée au nombre de termes calculés.

Pour bénéficier d'une meilleure précision sans toutefois saturer |'écran de
résultats inutiles, une partie seulement des points calculés est affichée.

La finesse représente alors le nombre de points calculés entre deux points affi-
chés. Pour une finesse de 5, par exemple, le programme calculera cinq fois
plus de points qu’il n'en affichera. Si par contre on désire que tous les points
calculés soient affichés, il suffit de demander une finesse de 1.

1000 CLS

1010 FRINT  TARC S0 "Y' =F{X,¥) METHODE DE RUNGE-EUTTA"
1 FRINT @ FRINT

1020 PRINT "1- PROGRAMMATION DE LTECUATION": FRINT

1030 PRINT "Z- RESOLUTION": FRINT @ FRINT

1040 INFUT "VOTRE CHOIX:":E: FRINT

10590 IF E = 1 THEN LIST 200 - Z8%90: END

TOAD  INFUT "¥o="iX

1070 INFUT "YiO="32

1080 INFUT "DEUXIEME EBORME ¥F:"iXF

1090 INFUT "NOMBRE DE FOINTS: ":M

1100 INFUT "FINESSE:":FI: PRINT

1110 X1 = %

1120 H = {¥F - ¥} / FI / M

1120 FOR I =1 TO M

1140 FOR J =1 70 FI

110 ¥ = ¥1 + (I - 1) ¥ FI +J - 11 ¥ H
114 GOSUR 2300

1170 NEXT J
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1185 PRINMT "X=U;¥; TAB{ Z0);"y=";1Z
1190 MEXT I

1200 FRINT = INFUT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMM

E7:": 7%
1210 IF 7% = "0" THEN 1000
END
¥¥ = ¥:¥ = 7: GOSUE 2800:A = M X% F
wY = 7+ &/ Zr GOSUR 2800:E
L 29000 = H % F

i
-+
T

: S¥C+HXFY S
RETURN
2800 = =Y %Y
28920  RETURN

e. Exemples commentés

e Exemple 1.
Nous allons chercher la solution d'une équation de Bernoulli:

4x_v+ﬂ_‘{x—

T2 avec y(0) =1

La solution exacte de cette équation est:
y = (2x% + 1)2

Ainsi:
y(10) = 40 401

Effectuons une premiere recherche entre O et 10, avec une finesse de 1:

2800 F=4xX¥ (Y+SQR(Y) )/ (1+XXX)
Y '=F{X,Y} METHODE DE RUNGE-KUTTA

¥O=0

Yi=1

DEUXIEME BORNE XF:10
NOMERE DE FOINTS: 10
FINESSE: 1
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=1 Y=7.820463886
X=2 Y=67.3300648
xX=7 Y=298.711%12
X=4 Y=G00, 02937

X=5 Y=2149.79418
=& Y=4405,33497
X=7 Y=8105,457%

X=5 Y=12745. 4667
X=9 Y=21982. 1409
X=10 Y=723471,33288

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMMET:Q

On remarque que l'ordre de grandeur est correct mais la précision médiocre.

Effectuons une deuxiéme recherche avec une finesse de 10:

¥i=F{X,Y}) METHODE DE RUNGE-EUTTA

A=

V=1

DEUXIEME BORNE XF:10
NOMBRE DE FOINTS: 10
FINEGSE: 10

{=1 L9965 055
W= Y B() RO Z07T
X=3 Y=T50. 977‘"-'-‘9
X=4 v=1088. 93232
Y=5 Y=2400, 829¢

X=54 Y=50228.87122
=7 Y¥=Q800, ZR497
Y= Y=14£4579,970
x=0 Y=EASE8T7 . 2704
A=10 Y=40798, 5245

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMMET:N

La précision est cette fois correcte.

Le temps de calcul dépend bien sir de la fonction et de I'ordinateur, mais reste
généralement de I'ordre de grandeur de la seconde par point calculé.

Ainsi, une finesse de 10 représente un bon compromis entre précision et temps
de calcul puisque l'ordinateur affiche un point toutes les dix secondes environ.
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Une finesse de 100 ou plus donnera bien entendu un résultat extrémement
précis, mais nécessitera plusieurs minutes de calcul par point affiché.

o Exemple 2.
L'équation étudiée est la suivante:
y =-y avec y(1) =1

La solution exacte est:

:
y=
X
2800 F=-YXY
Y'=F (X,Y) METHODE DE RUNGE-HUTTA
X0=1
vo=1

DEUXIEME BORMNE XF:10
NOMBRE DE FOINTGE: 9
FINESSE: 10

=4

X=5

X=h =, 155686&704
X=7 Y=,142857171
=8 Y=, 125000021
X=7 Y=,111111128
X=10 Y=, 100000014

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMMEY: O
Y*=F{X,Y) METHODE DE RUNGE-KUTTA

X0=1

Yio=1

DEUXIEME BORNE XF:10
NOMEBRE DE FOINTE:9
FINESSE: S0

217



x=2 Y=

=3 Y=,

X=4 Y=,25

X=5 ¥=.2

X=4& Y=, 166656664
X=7 Y=.14285714Z
X=£ ¥=.125

X=% ¥Y=,111111111
X=10 V=1

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMMET:N

Les résultats sont ici encore satisfaisants avec une finesse de 10, et sont exacts
avec une finesse ae 50.

4. Méthode prédicteur-correcteur

a. Principe

Dans la méthode de Runge-Kutta, le terme vy, , est calculé a partir du seul point
(XH’yH)'

Ainsi, de tous les points calculés auparavant, seul le dernier est utilisé.
Ce type de méthode est appelé méthode a ""pas unique’ ou a ""pas séparés’.

Les méthodes que nous allons examiner maintenant sont des méthodes a "' pas
multiples’ ou a "pas liés”’, c’est-a-dire que le calcul de y,,, fait intervenir non
seulement y,, mais aussiy, ; Y, »... le nombre de points utilisés dépendant de
la formule considérée.

On distingue deux types de formules:
- les formules explicites, de la forme:

Ynoi Yin t hlaOy’n + a1y'n Tt t aky’n k'

- les formules implicites, de la forme:

Ynoi Yot hlb 1y'n~1 + bOy'n + .+ bky'n k|
Dans les formules implicites, la valeur y', ;= fly, ., .X,.1) qui intervient n'est pas
connue, puisque y, ., n'est pas encore calculée.
Il faut alors injecter une premiére valeur estimée %', dans la formule, ce qui
permet de calculer 'y, ., on réinjecte cette valeur dans I'équation pour calculer
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W, . . . . ' s . R : .
Y nh+1, et ainsi de suite jusqu’'a obtenir deux valeurs ~'y_ ., ety ., suffisam-
ment proches.

L'intérét des methodes implicites n'est pas évident a premiére vue, puisqu'elles
nécessitent plusieurs itérations, au lieu d'une seule pour les méthodes explicites,
donc un temps de calcul plus important.

En fait, ces méthodes sont bien plus précises que les méthodes explicites du
méme ordre ; de plus, elles sont en général stables, alors que les méthodes expli-
cites sont souvent instables.

Les formules que nous retiendrons seront d'ordre 4 (comme pour la méthode de
Runge-Kutta):

— formule explicite:
h . . , .
Yni1t =Ynt 2‘1'55yn“59ynﬂ1 + 37yn—2‘9yn 3]
- formule implicite:
h . . . .
Yt :yn+'2‘4 Igyn+1 + 19y, =5y 1+ ¥ 2|

Nous n’utiliserons en fait ni la formule explicite, ni la formule implicite, mais une
combinaison des deux, de maniére a bénéficier des avantages de 'une et de
I'autre: c’est la méthode prédicteur-correcteur.

En effet, nous avons vu que I'inconvénient des formules implicites était la néces-
sité d’effectuer plusieurs itérations. Mais, si la valeur injectée %y’ ., est proche de
la valeur réelle, le nombre d'itérations est faible (de |'ordre de 2 ou 3).

Ainsi, nous procéderons en deux étapes:
- I'estimation initiale %’ , sera calculée par la méthode explicite ;

— cette valeur sera injectée dans la formule implicite, qui ne nécessitera alors
que quelques itérations.

Les formules a pas liés présentent I'inconvénient de ne pas “démarrer” seules.
En effet, seule la valeur y, est connue initialement, alors que le calcul de vy,
nécessiterait la connaissance de vy, y_4,Y .Y 3. Les premiéres valeursy,,y,, y3
seront donc calculées par la méthode de Runge-Kutta, ce qui permettra d'initiali-
ser le processus.

En résumé, l'algorithme utilisé est le suivant:

- calcul de y,, vy, et y; par la méthode de Runge-Kutta pour initialiser le proces-
sus,
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— a partir du point (x,,y,), calcul du point suivant par les formules:

h , , , ,
a) OYn+1 =VYnt ﬁ (55y n_ 59y n-1*t 37y n-2 _gy n73)

calcul du prédicteur
h . . . .
b) 1yno1*yn+274(9o\/m1 + 19yn—5yn 1 +yn—2)
puis jusgu’a convergence:

; h . , , .
r‘lyn” yn+24 (9ryn»1+1QYn75yn1+Yn 2)

b. Programme

L'utilisation est en tout point similaire a celle du programme précéedent.

o g

INFUT “"VOTRE CHOIX:":E: FRINT
IF E = 1 THEN LIST 28060 - 2890:
INFUT "XD="3X
INFUT "YoO="32
INFUT "DEUXIEME BODRNE XF:";XF
INPUT "WOMBRE DE FOIRMTS:"3M
INFUT "FIMESSE: ";FI: FRINT

H= (¥F - X) 7/ FI /M

o= 01Xl = X
Z130G0Y = 7: GOSUR 2800:F{(Z) = F
2140 FOR I =1 70 M
7150 FOR J = 1 TO FI

+ 1:X = X1 + ({] - 1) ¥ FI +
< 4 THEN GOSUER 2300:Y = I:

b
21700 IF K
F: GOTO 2250
X

Mmoo

,

ot

t
i
i

+ H
+

Y = 9 % F(I))

220

FRINT TAEB{ 3);"FREDICTEUR-CORRECTEUR": FRINT :

FRINT "1- FROGRAMMATION DE L EQUATION": FRINT
FRINT "2- RESOLUTION": PRINT : FRINT

END

J - 13 ¥ H
GOSUE Z8005:F (3

FRINT

H » 24 % (5% x F{D) - 59 % F{1) + Z7 % F(2



2700 GOSUB 2800
TPL0W =72 +H /244 (9KF + 19 ¥ FUO) - 5 K F{l) +F

£y
Ll h ]

(Y -~ W) » IE - 8 THEN Y = W: GOTO 2200
tF(T) = F(Z):F(2) = F(L:tF(1) = F(O)

¥ = 7: GOSUB 2800:F(0) = F

NEXT J

FRINT "X=":X: TAR{ 20);"y=";7

NEXT I

FRINT : INFUT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMM

E7ee 7%

2290 IF

2300 END

2500 XX = X:Y = Z: GOSUE 2800:A = H % F

SE10 X = X + H / 2:1¥ =2 + A / 2: GOSUE 2800:E = H ¥ F

B / 2: GOSUE 2800:C = H X F

[N
B4
i

Ot THEN 2000

Y
D20 Y = 1
2EI0 X = XX o+
2540 Z = 17
2250 RETURN

2800 F = =¥ ¥ Y
2890 RETUEN

Y = 7 + C: GOSUEB 2800
+ 2 ¥ B+ 2FKC+HXF) /b

c. Exemples commentés

o Exemple 1.

Reprenons I'équation de Bernoulli que nous avons résolue par la méthode de
Runge-Kutta: :

2800 F=34%Xx (Y+SOR(Y) )/ {1+X%X)

FREDICTEUR-CORRECTEUR

Y=
DEUXIEME BORMNE XF:io
NOMBRE DE FOINTE: 10
FINESEE: 1O

X=] ¥=8.79799841
=2 Y=B0, 9298808
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1

Y=32460.999497
¥Y=1088.99851
Y=24600.99549
/=5328.99285
Y=9800.984%9

Y=164640,9778
Y=24548. 94645
Y=40400,924L3

[
m o

PCODC D < D D D
I} i n i

i
= 0 W0 o

<
i

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMMET:N

Avec le méme nombre de points calculés, la précision est cinquante fois meil-
leure sur la derniére valeur.

o Exemple 2.

Dans certains cas, en particulier dans Il'exemple précédent, la méthode
prédicteur-correcteur donne de meilleurs résultats que la méthode de Runge-
Kutta.

Par contre, dans d'autres cas, le phénoméne inverse se produit. Reprenons
I'équation:

y = —y? avec y(1) =1

dont la solution exacte esty = 1
X

2800 F=-YXY
FREDICTEUR-CORRECTEUR

YO=1

Yo=1

DELXIEME EBORNE XF:10
NOMERE DE FOINTS:9
FINESSE: 10

Y=.499783002

X=1 Y=

X=4 Y=, 249995121
X=5 ¥=,199997481
X=4 Y=, 1484654907
¥=7 Y=, 1420855845
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i

g
i
e L

)

Y=, 124995005
Y=.111110324

¥=,0999993&18

il

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FPROGRAMMET: D

PREDICTEUR-CORRECTEUR

Xo=1
Yi=1
DEUXIEME BDORNE XF:
NOMBRE DE FOINTES:%

FINESEE: G0

1
P

10

X=2
o
ATl
=4
X=5
X=d r=,iﬁ;5easbb
X=7 Y=.142085714

=<
o
) O

¥=, 1249995997
Y=.111111109
Y=, 0999995904

.......

Bel
i

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME

La précision est cette fois meilleure avec la méthode de Runge-Kutta.

Dans les programmes suivants, nous généraliserons la méthode de Runge-Kutta
plutdt que la méthode prédicteur-correcteur, bien que cette derniere fournisse

parfois de meilleurs résultats.

5. Systéme d’équations couplées

a. Principe

Il s’agit maintenant de déterminer non plus une mais n fonctions, solutions d'un

systéeme différentiel du premier ordre de la forme:

Y=y v, ¥n)
Yo ="fxyy.y2, 0 yn )

y’n = fn(er1 ,\/2,---,\/n)
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Les équations sont ici encore sous leur forme résolue.

Le systéeme peut s’écrire plus simplement en utilisant le formalisme vectoriel:

posons: On a alors:
Yi V"1
Y2 Yo
— . - .
y - y =
Y Y'n

Le systeme s'écrit alors:
y oY)

La résolution se fait de la méme maniére que pour une équation différentielle du
premier ordre, I_g seule différence étant le caractére vectoriel de l'inconnue Y et
de la fonction f.

b. Programme

Le programme est semblable a celui de résolution d'une équation du premier
ordre par la méthode de Runge-Kutta.

Les seules différences sont:

- la programmation du systéme. Les inconnues sont représentées par Y(1),
Y(2), Y(3), ..., et le systéeme doit étre programmeé a partir de la ligne 4500 de la
maniere suivante:

4500 F(1) YD) Y@3) - X
4510 F(2) Y(2) - SIN(X)

Le nombre d'équations (et donc d’inconnues) doit étre indiqué a la ligne 460Q.
ligne 4600.

— il faut fournir au programme les valeurs initiales de toutes les inconnues, soit:

y1(xo) ya(xg) . ynixo)

4000 CLS

4010 PRINT  TAER( Z);"SYSTEME DE W EQUATIONS DE DEGSRE 1
"r PRINT & FRINT

4020 PRINT "1~ FROGRAMMATION DU

U SYSTEME": FRINT
4070 PRINT "2- RESOLUTION": FRINT

FRINT
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4040  INFUT "VOTRE CHOIY:":;E: FRINT

4050 IF E = 1 THEN LIET 4500 - 440G END

4060 INFUT "XO="3X: FRINT

4070 GOSUE 44600

4080 FOR L =1 TO N

4090 FRINT "Y";Li"("sX3: INFUT ")="32Z(L)

4100 HEXT L: FRINT

4110 INFUT "DEUXIEME BORNE XF:"j;XF

4120  INFUT "NOMBRE DE FOINTS:":M

4130 INFUT "FINESSE: ";FI

4140 H = (XF - X) / FI / M

41590 FOR I =1 TO M

4160 FOR J =1 TO FI

4170 FOR L 1 TO N:Y (L) = Z(L): NEXT L

4180 GOSUER 4500

4190 FOR L = 1 T0O N:AW) = H ¥ FILYeY L) = 200 + AfL)
/20 NEXT L

4200 X = X + H / 2

4210 GOSUEB 4300

4220 FOR L = 1 TO N:B(L) = H ¥ F{):YiLy = Z4L) + R{L!
/o2 NEXT L

4270 GOSUER 4500

4240 FOR L = 1 70 NeC{LY = H ¥ F{LyeY L) = Zy + TH{L)
NEXT L

250 X = X1 4+ (I = 1y ¥ FI + J) X H

4260 GOSUE 4300

4270 FOR L = 1 TO N:Z{) = 2L + (ALY + 2 % By + 2
X C(LY + H x FOY)Y / &2 NEXT L

4280 NEXT J

4290 FRINT : PRINT "X=":X

4700 FOR L = 1 7O N: PRINT "Y"sLi"="3Z(L): NEXT L

4710 NEXT 1

4320 PRINT =@ INFUT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMM

E7:"32%

4730 IF 7% = "0O" THEN 4000

4740 END

4500 F(1) Y{1) + Y{2) + GSIN (X)

4510 F(2) = = Y{1) + 3 % Y2

4590 RETURN

46500 N = 2

44510 RETURN

I

1}
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c. Exemples commentés

e Exemple 1.

Soit le systeme:

Y1 =Y2+y3— 3y, y;(0) =1
Yo=Y +vy3— 3y, avec y2(0) =2
Y'3=v1+vy,—3y; y3(0) = —1

La solution exacte est:

Yy, = %(e x4 2e %)
1 4
- 4 X 2 X
Yo 3( e ¥4 2e7%)
y3 = Jf( e ¥+ 2e ¥)
3

4500 F{1L)=Y D +Y (2) -2y (1)
4210 F{2y=Y (1) +Y (Z)-2%Y (L)
4520 F{Z2) =Y {1)+Y (Z)-2%Y (Z)

G400 N=Z

SYSTEME DE N ERQUATIONS DE DEGRE 1

20=0

Y1 =1
Y2 (0) =2

YI(0) =~

DEUXIEME BORNE XF:7Z
MOMERE DE FOINTS: &
FINESEE: 10

5
CARF4ELFET
. DE4B06514

. 17878787

I

~ ~ =

[ N e |}
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¥i=, 251358572
/2=, 269675345

¥I=,214724983

X=1.3

Y1=.149579781
Y=, 15205387568
¥i=. 1444551808

»OQOIIEEET

Y1
YE=.0906708719
Y=, 089585472571

b
L 05472847355
=, 05478288264

L0546474614

=

- =<
N
i

H o3

L0IT1974328
71995782
LOTT181142

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME?: D
SYETEME DE N EQUATIONS DE DEGRE 1

X ()1=0)

Y1{0)=1
Y2(0)=2

YZ(0)=-1

DEUXIEME BORNE XF:Z
MOMBRE DE FOINTE: &

FINESSE: 100
1=.3

1=, 449445574
. DE4800817
=, 178794947

= -l =T
DRI O B
1

X=1
Y11=, 2513581732
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Y2=, 269673812

a0

YI=,214726896

X=1.5
Y1=.14957949
2=.15205844%

Y3=,144522184

0903252428

YI=,08965644174

- =
e

V1=, 0547384656
Y2=. 0547838655
YI=. 0546476658

Y1=.02319342469
0331995711
3=.0231811389

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME™:N

On peut vérifier que les résultats obtenus avec une finesse de 100 sont exacts a
10 'O prés et remarquer que les résultats obtenus avec une finesse de 10 sont
déja précis.

o Exemple 2.
Phénomeéne de divergence

Considérons le systéme suivant:
Y Y1+ Y2+ sinx
Y2 —y1+3y2

Les solutions sont du type:

1

yi - (L +u— x) e?*— T (13 sinx + 9 cosx)

vy = (U — 2x) e — 2—15 (3 sinx + 4 cos x)
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ou A et u sont des constantes arbitraires déterminant les conditions initiales.
Ainsi, si nous imposons comme conditions initiales:

__ 9 __ 4
Y1(O)f 25 et Y2(O)~ 25

nous devons obtenir la solution:

yi=— 2% (13 sinx + 9 cosx)

Yy = — 21—5 (3 sinx + 4 cosx)

qui est une solution périodique.
Or, la solution fournie par le programme n’est pas périodique et diverge.

Ceci provient du fait que les résultats numériques ne sont pas exacts, et que les
termes en x e2* qui devraient étre inexistants deviennent peu a peu prépondé-
rants, jusqu’a masquer totalement la solution recherchée.

Ce phénomeéne se manifeste relativement souvent avec les systémes d'équations
différentielles. Il faut alors pour obtenir un résultat correct reprendre le calcul
avec une meilleure finesse.

SO0 FL=Y (1) +Y (2)+5INX)
210 FAZ)=-Y (1)+I2%Y (2)

1600 N=2

SYSTEME DE M EGQUATIONS DE DEGRE

X0=0

Y1 () =-.24

YZ2(0)=-.16

DEUXIEME BORNE XF:15.70794327
NOMERE DE FOINTS: 10
FINESSE: 20

¥=1.57079635
=, 31999194%

Vo=, 119982571
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230

£=3.141392486
Y¥1=. 360507041

t=, 140711859

[=

i=4,71238893
{1=.539189775
Ya=, 143200923

28318571
L 2555484587

YE=. 545019029

X=7.B539814
¥1=17. 7070422

6255

X=9, 42477797
Y1=514,124927

Ya=G072, 5439462

$=10,99357472
¥1=14019.92157

¥2=15375.9816

=L LTI A
GEST706A
718,477

=405107,798

¥=134, 1771669
71=9798977. 64
YE=10519279.9

=15, 7079475
BN )
=2697EQ054

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE
SYSTEME DE N EQUATIONS DE

Y=

Y1(0)=-,24
Y2{0)=-,14

FROGRAMME?: 0
DEGRE 1



DEUXIEME BORNE XF:15,

NOMERE DE FOINTE:10
FINESSE: 2000

X=1,57079&6%3
¥Y1=—, 519999998
Y2=-.119999998

- 141592465

er,"ﬁnnnnn &
’1

X—4 71278898
¥1=,52000059
Y2=, 120000457

=4, 287185
{1:—.359991183
¥2=—, 15999425

X=7.83398144
Y1=-.519907459
Y2=-.119978408

X=9., 42477797
Y1=. 359562547

Y=, 157920752

X’lﬂ F955747%
¥1=.43019894
.A—.0122067417

X=12.56863704
Y1=-2.35623554

YZ2=—=4,03540177

X=14, 1371669
Y1=-101,81205
Y2=-121,736573

X=13.70798632
¥1=-3081.11758
Y2=-2554.103783

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE

FO7QEIET

FROGRAMME?: N
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o Exemple 3:
Résolution d'un systéme d'équations d'ordre supérieur a 1.

Soit a résoudre le systéme suivant:

Z“l T—421 _322 Z](O):3 2'1(0)30
r avec
{Z 2= —8zy — 2z, {22(0)=4 z,(0)=0
Ramenons-nous a un systéme d’'équations d'ordre 1 en posant:
{Y1 =2 { Y3 =12,
Yo = 2'1 Y4 = 2'2

Le systéme initial est alors équivalent au systéeme suivant:

Y =Y2 y1(0)=3

Yy, = —4y; — 3y3 y,(0) =0
. avec

Y'3=VYa y3(0) =4

y'4=—8y; —2y; y4(0) =0

Ce systéeme, du premier ordre, peut alors étre résolu par le programme.
La solution exacte est:

{y13cos(2\/5x)

el
y3 =4 cos(2 V2 x)

La variable décrivant I'intervalle | O, AT , les résultats pour y, et y; doivent

27
étre:

(0,0), (-3,—4), (0,0), (3,4), (0,0), ...

4500 F i)=Y
4510 FiZ)=—4%Y (1) =-Z%Y (3)
4520 F(Z)=Y1{4)
4530 F4)=-2XY (1) -2%Y (3)

4500 N=4
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SYSTEME DE N EGUATIONS DE DEGRE !

X0=0

Y1{0)=3
Y200 =0
Y3y =4
Y4(01=0

DEUXTEME BORNE XF:4.,44288297
NOMEBRE DE FOINTS:B
FINESSE: 100

L ODI3603ET
Yi=1.,79716153E-09

Va=-8, 48528178
YI=7.28509698E~09
Y4=-11.3137085

el

,.4 Y oe= |1

£=1.11072074

Yi=~12
Y2=-1.35914888E-08
YIi==4
Y4=-2.19442882E-08

=1, 5650811

yo=g, 4Jq_91 9
YI=—9, 480572 78E-09
Va=11, 7137085

K 7u::144147

Y“ 3.4Iéd S75E-08

Ya=4, 00000001

Vg4=4, D48T4282E-08

X=2.77480184
¥1=1,577427561E-08
Y2=-2.40526814
YI=1,6647391E-08
V4=-11.T137085
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S55723E-08

Yoi=
Ya=—4, 00000001

Y4=-4.57312215E-03

X=1.,8873Z257
¥i1=-2.54440238E-08
Y2=8.48528141
YZ=-1.13450458E-08
Y4=11.31370864

X=4.44288294

YT
To=lw s

Y4=1.210719Z5E-07

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMMET:N

d. Conclusion
Les phénomeénes de divergence constituent le seul probléeme particulier de la
résolution numeérique des systemes d'équations différentielles.

Il convient donc de rester trés critique vis-a-vis des résultats obtenus, et ne pas
hésiter a reprendre le calcul avec une plus grande finesse en cas de doute.

La résolution des systeme d'équations différentielles constitue le principe de la
résolution des équations différentielles d'ordre quelconque, que nous allons
aborder maintenant.

6. Equation différentielle d’ordre quelconque

a. Principe

Nous nous intéressons donc maintenant aux équations de la forme:

(n-2)

y(n):f(y(n 1)'y I“”y'lyl X)
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Effectuons le changement de variables suivant:

posons :
Yi=Y
Yo=Y

1 -------------------

ya=y" "

L'équation de départ est alors équivalente au systéme:

Yi=Y2 y;(0) = y(0)
Yo=y3 y,(0) = y'(0)
o, avec ),
Yo 1=Vn yn 1(0) =y 2/0)
Yo="Hyn Yoo1, e v2.v10%) v, (0) =y 1(0)

qui est un systéme de n équations couplées d'ordre 1 que nous savons résoudre.

b. Programme

L'ordre de I'équation doit étre indiqué a la ligne 3600

3600 N 2

L'équation se programme a la ligne 35@@. La fonction inconnue y est repré-
sentée par Y(@), la dérivée premiére y' par Y(1), ..., jusqu'a la dérivée Kieme
représentée par Y(K).

Ainsi, I'équation:
y' = —siny
se programmera:

3500 F — -SIN(Y(d))
3600 N -2
De méme:

y(4): 3y13) + y' + 3y_x

se programmera:

3500 F = 3xY(3)+Y(1)+3«Y (@)X
3600 N=4
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Les conditions initiales a fournir au programme sont ici les n valeurs:
yixo), Y'{xg), oo y ™ Vixg)
les autres paramétres demandés par le programme ayant la méme signification

gue ceux des programmes précédents.

000 CLS

010 PRINT  TABY 20 "EQUATION D*ORDRE NM": FRINT : FRINT
FRINT "1- FROGRAMMATION DE LTERUATION": FRINT
FRINT "2~ RESOLUTION": FRINT : PRINT
INFUT "VOTRE CHOIX:"3;E: FRINT
IF E = 1 THEN IST 2200 - Z400: END
INFUT "¥0=";X:¥1 = X: FRINT
020 FOR L o= O TO M1
Z100 PRIMT "Y":: IF L > O THEN FOR L1 = 1 TO L: FRINT
e NEXT LU
A110 0 PRINT "{"s;Xs: INFUT ")="3Z (L)
120 NEXT L: FRINT
Z1Z0 0 INFUT "DEUXIEME BORNE XF:"3XF
3140 INFUT "NOMBRE DE FOINTS:";M
150 INFUT "FINESSE:";FI: FRINT
1680 H = (¥F - Xy / FI /7 M
2170 FOR I = L TOM
T180 FOR J =1 TO FI
7190 FOR L = O TO N1:Y{L) = Zi{L): NEXT L
0 GOSUR 3500
I210 FOR L = 0 TON - Z:AL)Y = H % YL + 1y:Yi(L) = Z(L
y o+ ALY / 2@ NEXT L
I220 A = H X F:Y(NL) = Z(NL) + & /7 2:X =X +H /2
GOSUE 2500
FOR L = O TON = 2:B{L)Y = H % YL + 1Y:¥ (L) = Z(L
) o+ B(L) / 2: NEXT L
2SR = H ¥ F:Y(N1L) = Z(N1) + B / 2
2240 GOSUER Z500
270 FOR L = 0 TON - 2:C(L)Y = H ¥ YL + 1)eYil) = Z(L
) + C(L)Y: NEXT L
T2B0 C = H ¥ FeY(NL) = Z(N1) + C:X = X1 + ({I - 1) ¥ FI
+ 1) ¥ H
290 BOSUE 500
TEOD OFOR L = 0 TON - 2:Z4{L) = Z{(L) + (ALY + 2 ¥ B({L)
+ 2 % CL)Y + H % YL + 1)y / A NEXT L
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10 Z(NLY = ZNL)Y + (A + 2 X B+ 2 %¥xC+HX¥XF /&b
NEXT J
: 0 FRINT "X=";X; TAR{ 20);"Y=";Z{Q)
IZ40 0 NEXT I
350 PRINT @ INPUT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMM
E7:": 7%
IF Z$ = "0" THEN Z000
0 END
00 F = (2 % Y{1) X Y(1) + Y(O) x Y{O)) / Y(O)
590  RETURN
600 N = 2
3610 RETURN

c. Exemples commentés

o Exemple 1:

Soit I'équation du second ordre suivante:

24 y2 4) =2
Y'::ZX_;iY, avec {y()
Yy y'(4) = —2tg 1
La solution exacte est:
_ 2 cos 1
cos (x —b)

ZH00 F=(ERY (1R (LY 100XV (00 ) /Y (D)

2&EO0 N=E

EQUATION DTORDRE N

¥ (4)=-7.1148154

n

DEUXIEME BORNE XF:&
MOMEBERE DE FOINTE:10
FINESEE: ZO
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¥Y=1.551017%4
¥=1.,20929115

17221722

£l

"
L
f— R T Lo b
=1.10258287
]
1
1
|
|

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME?:N
On peut vérifier que les résultats sont exacts a 109 pres.

e Exemple 2.
Considérons I'équation du troisieme ordre:

y(0) = 2
(VAEY avec y'(0) = —1
y'(0) = —1

La solution exacte est:

V3

2e 2 cos( * )
y e 5 X

IS0 F=Y 0)

SHEDUD N=T

EQUATION DTORDRE W

DEUXIEME BORNE XF:-3
FOMERE DE FRINTS: 1O

FIMESEE: S0
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=-.5 Y=2.37107443

1

1.5

2 Y¥=-,372875848

2.5 Y:—?,,UHJDQU

3 Y=-7.67171459
i==3.5 Y=—11 4_900u.
¥=-4 Y=-14,014£1999
X=-4.5 ¥Y=—1Z2.8125106
== Y=-9,08857072

VYOULLEZ-VOUS REUTILISER LE FROGRAMME™:

Il est a noter sur cet exemple la possibilité d'introduire une abscisse finale x; infé-
rieure a I'abscisse initiale x,,.

e Exemple 3

Nous allons nous intéresser maintenant a un exemple concret d’application du
programme de résolution d'équation d'ordre quelconque.

Le pendule pesant est un systeme mécanique bien connu des lycéens.

L'élongation angulaire du pendule satisfait a I'équation:

2
d°e _ _ mgd sinf = — Ksin#.
dt? J

Cette équation ne peut étre résolue de maniere exacte.

Habituellement, on effectue une résolution approchée en assimilant sin a 0, en
supposant que |'élongation maximale 0,,,, reste suffisamment faible pour que
|"approximation soit valable.
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La solution approchée est alors une fonction sinusoidale dont la période est indé-
pendante de 0, et vaut:

To= 2n

/K
On peut alors montrer, par une exploitation plus fine de I'équation de départ, que
le mouvement possede une période qui dépend de l'angle maximal selon la
relation:

T Toll+ 0 max )
16

(Cette formule est toujours approchée, et valable seulement pour de petits
angles.)

Nous allons simuler le fonctionnement du pendule sur I'ordinateur, et chercher le
domaine de validité de la formule précédente.

Nous prendrons comme conditions initiales:
0(0) — 0,,,ax (variable)
0'(0) — O (le pendule est laché sans vitesse initiale)
2
Nous choisirons K 721 , de sorte que T, soit égale a 4, et le premier passage

a l'origine du pendule aura lieu pour des valeurs de t proches de |'unité, ce qui
permettra une vérification directe de la formule.

L'équation a programmer est donc:
F PLxP1/4xSIN(Y(9))

La valeur finale est 1.5, le nombre de points a calculer 1 500 et la finesse 1, de
maniére a pouvoir déterminer une valeur suffisamment précise du quart de
période.

L'exécution doit &tre reprise plusieurs fois avec des amplitudes initiales
différentes.
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Voici quelques résultats que nous avons obtenus:

O1max ‘ T/4 1 1T+ 6 a/16 W
| Q.2 1.0025 | 1.0025 i
| 9.35 1.0077 1.0077 |
| @.5 1.6158 ‘ 1.0156 1
@.75 1.0363 | 1.0352 |
1 1.0663 ’ 1.0625 @
| 15 1.1620 | 1.1406 |
1 2 1.3290 4[ 1.2500 \

On constate que la formule est trés bien vérifiée jusqu’'a 6 = 0,75 rad soit 45°
environ.

On peut également vérifier que si I'on introduit 0,,, = n, 0 reste constant, ce qui
correspond a la position d'équilibre instable du pendule:

G

\* 0 =

0

De méme, si I'on entre 0,,,> 1, 6 augmente au lieu de diminuer: le pendule
retombe de l'autre coté.

Si au lieu de spécifier une dérivée initiale nulle, on entre 6°(0) = 10 par exemple,
ce qui revient a lancer le pendule, ce dernier n'a plus un mouvement périodique,
mais tourne indéfiniment et 0 tend vers l'infini.

Enfin, on peut tenir compte de la résistance de l'air, en modifiant I'équation
différentielle :
0" =—Ksin—K' ¢

Si on lance le pendule, il tournera d’abord autour du point O de moins en moins
vite, puis entrera dans une deuxiéme phase de mouvement pseudo-périodique
amorti qui tendra a immobiliser le pendule a sa position d'équilibre stable corres-
pondant a 6 =0.

241



7. Conclusion

Les méthodes que nous avons étudiées permettent la résolution numérique de la
plupart des équations différentielles usuelles avec conditions initiales.

Leur utilisation est simple, mais nécessite souvent plusieurs minutes, voire
plusieurs heures de calcul.

C'est pourguoi nous n'avons pas traité le cas des équations avec conditions aux
limites, ou le cas des équations non résolues, qui nécessitent un temps de calcul
nettement plus important: le BASIC s’avere alors insuffisant, et I'utilisation d'un
compilateur s'impose.
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Annexe 1

Equations de courbes
classiques

1. Courbes d’équation y - f(x)

oy ——— (cubique serpentine)
1 +x
evy=1In 1 (chainette)
cos X
oey—e~ (gaussienne)

X
e y=e 3sinx

sin x
. y R
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2. Courbes paramétrées

® (X —cost+sint .
. (ellipse)
y —sint
° t—sint .
(cycloide)

1 —cost

2 cos?t

3. . (quartique piriforme)
cos’tsint

2 cost + cos 2t
2 sint —sin 2t

(hypocycloide a trois pointes)

< X < X < X

cos3t

sindt (hypocycloide a quatre pointes)

< X

et 1ot
t3 - 3t

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

< X

— 1 —
cost

~<

e [x 2t 3sint (trochoide)
ochoi
y 2 3cost ' ¢
° cost
(cercle)

sint

< X

cos 3t
sin 2t

< X

3t?

1+ 13
3t2
1 + 13

(Folium de Descartes)

(1 + cos?t) sint

sint.cost

< X

3. Courbes polaires

er 0 (spirale d’Archimeéde)

o — (spirale hyperbolique)
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r=2cos6 + 1

[ ]
e r=1+cosH
e r=cos30
sin?0
e =
cos 6
. sinb
¢y
e r—sin20
e r=2cos20—cosH
o 1= cos20 (cosO + sin 40)
e r—sinf
e r=cos 30
e r—sin20 (cosO + sin0)
sin 0
o r. . ———
1+ 2cosH
° rwsin%O
o sina-é
or—-1+1tg20

(limacon de Pascal)
(cardioide)

(Folium simple)

(cissoide de droite)

(cochléoide)

(rosace a quatre branches)
(scarabée)

(Bifolium)
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Annexe 2
Dérivées

des fonctions usuelles

246

Dérivée
x" n x"-1
a 1
X X2
VX :
2\/x
e'ﬂ)( m emx
! 1
| n\x| —_
X
COS X —si
sin cos
1 2
tg x 5 =1 +1g°x
cos‘x
1
cotg x - =
in“x



Fonction

Dérivée

Arc cos x

Arc sin x

Arc tg x

chx

sh x

th x

Arg ch x

Arg sh x

Arg th x

—_
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Annexe 3

Développements limités
des fonctions usuelles

248

COS X

sin x

In(1 + x)

Arctg x

Arcsin x

ch x

sh x

Argth x

Argsh x

X2 x4 x2n 2

e+ (1) O(x2N 2
21 ' 4 CO g o)
3 x5 x2n+1

)0 0 2n+3
31 " 5l P G O

2 n

X o X 44X +0(x" 1)
11 2! n!
" alu—1) W24 4 (1((171)...((1jn+1")
11 21 n!

X+ x2 - x3 4 4+ (=1)"x"+ 0O(x"* ")

X+ x4+ x3 4+ L+ x"+0(x"T)

Xn+ O(Xn”)

2 3 n
); " ); 4 ( 1)n 1 : + O(Xr1o1)
X3 X5 x2n~1
)0 0 2n+3
3 ‘ 5 - 2n + 1 . !
3 5 2n+1
1 x . 1.3 x - 1.3...(2n—1) x +002"3)
2 3 24 5 24.2n 2n+1
2 4 2n
+ X + X + ...+ < +0 (in*z)
2! 4| (2n) !
3 5 2n+1
+ N + X + ... + 7)(“_7 — +0 (X2n+3)
31 51 (2n + 1)!
3 5 2n-+1
U N
3 5 2n + 1
1x3 1.3 1.3...(2n—1) x*"*!
) X AT 1) 0 (x2n+3
23 245 FON S ey O



Fonction

Annexe 4

Primitives des

fonctions usuelles

Primitive

x”(n 4 71)

1

X2

1
VX
A

X
emx

Inx

COS X
cos (ox + o)

sin x
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Fonction Primitive
. 1
sin (ox + o) -y cos (ox + o)
tg x —In|cosx]|
cotg x In |sin x|
1
t
cos? x 9%
1
——5—- — cotgx
sin® x
! Inltg( X + )]
CoS X 2 4
1 X
- | t 2
sin x nitg 2 d
1 X
- tg =
1 + cosx 9 2
1 cotg 2
1 —cosx 93
chx sh x
sh x chx
th x In(ch x)
coth x In Ish x|
1
- th
ch? x X
1 —coth x
sh? x
1 X
_ | h =
sh x nit 2‘
1
L Arctg (sh x)
ch x
1 th X
1+ chx 2
1 X
,,,,, th 2
T chx oM
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Bien qu’ils soient le plus souvent utilisés a des fins ludiques, les
micro-ordinateurs n'en sont pas moins capables d'effectuer avec préci-
sion et rapidité toutes sortes de calculs numériques.

S'adressant a tous ceux qui désirent utiliser leur micro-ordinateur
dans un but scientifique, cet ouvrage permet aussi bien l'initiation aux
méthodes numériques que la réalisation de programmes spécialisés
utilisant les programmes présentés comme des outils.

La théorie reste qualitative autant que possible, de maniére a privilé-
gier la compréhension intuitive, les exemples commentés jouant un rdle
essentiel. Chaque chapitre traite d'un sujet particulier, et tous les
programmes qu'il comporte peuvent étre utilisés simultanément. De
plus, tous les chapitres sont indépendants et peuvent étre abordés dans
un ordre quelconque. Deux programmes graphiques permettent en
outre de bénéficier de I'affichage haute résolution de I'ordinateur pour
représenter des courbes ou des surfaces.

Les programmes sont écrits en BASIC standard, ce qui en permet
I'introduction sans modifications sur la majorité des ordinateurs.

EYROLLES

9605



u_h_,_%ﬁ\_,w\”__« | -dN31vNIOd0-0ddIn s SINOILVYINFHIVIN mmjo%g



-

o

dVEC dimour pdr :

https://acpc.me/



	Mathématiques sur micro-ordinateur 1.Analyse
	Avant-propos
	Table des matières
	1.  Suites-Séries
	2.  Équations
	3.  Recherche d'extrémums
	4.  Représentations graphiques
	5.  Dérivées. Développements limités
	6.  Intégration  
	7.  Série de Fourier
	8.  Équations différentielles
	Annexes
	1.  Équations de courbes classiques
	2.  Dérivées des fonctions usuelles 
	3.  Développements limités des fonctions usuelles
	4.  Primitives des fonctions usuelles

	Numérisé par ACME



