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Avant-propos

La recherche scientifique, u tilisan t de p lus en p lus le ca lcu l num érique, a été à 
l'o rig ine  du développem ent des ordinateurs ; elle est au jou rd 'hu i la m eilleure  
cliente des constructeurs de super-ordinateurs.

Les m icro-ord inateurs sem blent avo ir oublié ia noble vocation de leurs parents, 
et leur u tilisa tion  est au jou rd 'hu i p rinc ipa lem ent ludique. Cependant, Us sont 
la p lupart du tem ps capables d 'e ffectuer avec précision et rap id ité  toutes sortes 
de calculs numériques.

Dans le but d 'exp lo ite r ces capacités oubliées, cet ouvrage s'adresse à tous 
ceux qu i désirent u tilise r leur m icro -o rd ina teur dans un bu t scientifique, et 
poursu it un trip le  o b je c tif :

•  fam ilia riser aux m athém atiques les non-spécia listes de façon originale, grâce  
à des program m es com plets, d'une u tilisa tion  aisée, pe rm e ttan t une com pré­
hension  par l'exemple des résu lta ts théoriques;

•  perm ettre  aux é tud iants d 'app liquer sur l'o rd ina teur les théories qu i leu r sont 
exposées en cours;

•  fourn ir des ou tils  en vue de la réalisation de program m es spécialisés (en 
mécanique, en é lectronique ou en astronom ie, par exemple).
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Nous avons donc adopté la dém arche su ivan te : la théorie reste qualita tive  
autant que possible, de m anière à p riv ilég ie r ia com préhension in tu itive  p lu tô t 
que les dém onstrations fastidieuses, ce qu i explique ia place im portante  
consacrée aux exemples d 'application, et ia présence de deux program m es  
u tilisan t les possib ilités graphiques de / 'ord inateur.

Tous les chapitres sont indépendants, et peuvent donc être abordés dans un 
ordre quelconque. Chaque chapitre tra ite  d'un su je t particu lie r, et les program ­
m es q u 'il com porte  ont été étudiés po u r fonc tionne r s im u ltaném ent ; i l  est donc 
possib le  de com parer s im p lem ent e t rap idem ent d iffé rentes méthodes. Pour 
chaque sujet, les résu lta ts théoriques indispensables e t ia m éthode de réso­
lu tion  sont to u t d 'abord  exposés. V iennent ensuite le program m e et son u tili­
sation. Enfin, de nom breux exemples com m entés illu s tren t les avantages et 
les lim ita tions  des m éthodes étudiées.

Les program m es sont écrits en BASIC standard, ce q u i pe rm et dans ia p lupart 
des cas une in troduction  sans m od ifica tions ; seuls les program m es graphiques 
nécessitent une légère adaptation : les tro is fonctions concernées ne porten t 
pas tou jours le m êm e nom  d'un BASIC à l'autre.

Nous espérons que cet ouvrage atte indra ses objectifs, et vous souhaitons  
de nom breuses heures passionnantes avec votre ordinateur.
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1 Suites - Séries

7. Introduction

Le but du chapitre est le calcul de lim ites de suites et de séries.

Nous verrons d 'abord deux program m es recherchant les lim ites des suites récur­
rentes (simples et doubles), puis nous examinerons le cas des séries.

Pour u tiliser les tro is  program m es s im ultaném ent, il fau t rem placer chaque 
instruction END par l'ins truc tion  GOTO 100 et a jouter le m enu:

100 CLS
110 PR INT TAEK 5) ; "SU ITES-SER IES": PRI NT : PR INT
120 PR INT : PRINT " 1 -  SUITE RECURRENTE"
130 PRINT : PRINT " 2 -  SUITE RECURRENTE DOUBLE"
140 PR INT : PRINT " 3 -  SERIE"
150 PR INT : PRINT " 4 -  F IN "
190 PR INT : PR INT : INF'UT "VOTRE CHOIX: " ;E
200
210
400(

ON E GOTO 100C 
GOTO 100 

) END

),2 0 0 0 ,3 0 0 0 ,4 0 0 0
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L'ensemble nécessite environ 2 Koctets de mémoire.

2. Suite récurrente

a. Principe

On se propose de chercher la lim ite  d 'une suite défin ie par récurrence par:

r u0
l  uk+1 = f(u k)

Pour cela, l'o rd ina teur va calculer les n prem iers term es de la suite.

Mais l'examen de la seule valeur un ne perm et aucune conclusion sur la valeur de 
la lim ite ; c 'est pour cette raison que le program m e affiche dix valeurs réparties 
entre u ! et un; ces dix valeurs perm etten t d 'apprécier la convergence de la suite.

La re la tion  de récurrence d o it ê tre  dé fin ie  dans le p ro g ra m m e  à la ligne  1 1 1 0  
sous la fo rm e  U =  COS(U) pour la re la tion  uk+1 =  cos(uk).

Le program m e demande ensuite les deux prem iers term es u0 et u, et le nombre 
de term es à calculer.

Pour pouvoir afficher dix valeurs de la suite, le program m e arrondit n à la dizaine 
supérieure (ainsi, si on demande 937 termes, le program m e en calculera 940).

b. Programme

1000 
1010

CLS 
PR INT TAB( 5);"SUITE RECURRENTE": PRINT : PRINT

1020 PRINT "1- PROGRAMMATION DE LA SUITE": PRINT
1030 PRINT "2- CALCUL": PRINT
1040 PRINT : INPUT "VOTRE CHOIX:";E: PRINT : PRINT
1050 IILULl 1 THEN LIST 1110: END
1060 INPIJT "TERME INITIAL UQ:";U
1070 I NF’UT "NOMBRE DE TERMES A CALCULER:"; N: PRINT
1080 N = I NT ((N + 9) / 10)
1090 FGF; I = 1 TO 10
1 i 00 FOR J = 1 TO N
1110 U = CQS (U)
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1120 NEXT J 
1130 PRINT U 
1140 NEXT I
1150 PRINT : INF'UT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMM 

E ? : Z $
1160 IF  Z$ = "0 "  THEN 1000 
1170 END

c. Exemples commentés 

•  E x e m p le  1 :

1110 U = (U /3 )+4

SUITE RECURRENTE

TERME IN IT IA L  U 0 :-3
NOMBRE DE TERMES A CALCULER:30

5 .66666 667  
5 .98765 432  
5 .99954 275  
5 .99998306  
5 .99999 937  
5 .99999 998  
6 
a 
6

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME ? : N

La lim ite  de la suite :

u0 — —3

uk
ukt 1 =  “g- + 4

est trouvée de façon exacte: I =  6.
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•  E x e m p le  2  :

1110 LNCOS(U)

SUITE RECURRENTE

TERME IN IT IA L  U 0:2
NOMBRE DE TERMES A CALCULER:30

.610065299

.775994613

.727634792

.74256755

.738019141

.739410808

.738985575

.739115562

.739075833

.739087977

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:0 
SUITE RECURRENTE

TERME IN IT IA L  U 0:2
NOMBRE DE TERMES A CALCULER:100

.746749602 

.739232918 

.739087977
739085 188
739085 134
739085 134
739085 134
—J/ 39085 134
739085 134
7 39085 134

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N

Dans le prem ier cas où seulem ent trente valeurs sont calculées, l'examen des 
résultats ne fou rn it que la valeur très approxim ative I — 0 ,739 .
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Dans le second cas où cent term es sont calculés, on peut a ffirm er que la lim ite  
de la suite est obtenue avec la précision maximale autorisée par l'o rd ina teur (à 
savoir 10 -8 , et non 10~ 9 car le dernier chiffre  est sujet aux erreurs numériques).

3. Suite récurrente double

a. Principe

Le program m e perm et de chercher la lim ite  d ’une suite défin ie par: 

r u0, ut

l u k+2 =  f(uk+1, uk)

Le principe du calcul est identique à celui du program m e précédent.

La relation de récurrence do it être program m ée à la ligne 21 10. Par exem ple:

uk+2 =  2" (3uk+1 — uk) 

se program m era :

2110 W = (3 *V -U )/2

b. Programme

2000 CLS
2010 PRINT T ABC 5 ) ; "SUITE RECURRENTE DOUBLE": PR INT :

PR INT
2020 PRINT " 1 -  PROGRAMMAT ION DE LA S U ITE ": PRINT 
2030 PRINT " 2 -  CALCUL": PRINT
2040 PRINT : INPUT "VOTRE CHOIX: " ; E: PRINT : PRINT 
2050 IF  E = 1 THEN L IS T  2110 : END 
2060 INPUT " TERMES IN IT IAU X  UO, U1 : " ;  U, V
2070 INPUT "NOMBRE DE TERMES A CALCULER:" ; N: PRINT : PRINT

2080 N = INT UN + 9) /  10)
2090 FOR I = 1 TO 10 

2100 FOR J = 1 TO N 
2110 W = (3 # V -  IJ) /  2 
2120 U = V : V = W
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2130 NEXT J 
2140 FRINT V 
2150 NEXT I
2160 PR INT : INF'UT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMM 

E ? :" ; Z$
2170 IF  Z$ = "0 "  THEN 2000 
2130 END

c. Exemple commenté

2110 W =(3#V-U>/2

SUITE RECURRENTE DOUBLE

TERMES IN IT IAU X  UO, U1: 1 ,2  
NOMBRE DE TERMES A CALCULER:50

2 .96 3 7 5  
2 .99902344  
2 .99996948  
2 .99999905  
2 .99999997

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N

La suite défin ie par :

u0 =  1, u 1 = 2

. uk + 2 =  y  (3uk 4- 1 — Uk) 

adm et donc I =  3 pour lim ite.
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4. Série

a. Principe

Le but du program m e est la déterm ina tion  d 'une valeur approchée de la somme 
d'une série (dans le cas où celle-ci est convergente), c 'est-à -d ire  une valeur 
approchée de :

N oc

lim Z Un= Z U"
N -» oo n n0 n — n0

m
La m éthode consiste à calculer £  Un avec m suffisam m ent grand.

(1 rrr n0

La program m ation de l'expression de un se fera en ligne 31 10- Par exemple, 
pour :

1
U" = 7

on introduira  :

3110 U 1/N

Il fau t ensuite ind iquer au program m e le nombre m de term es à calculer (qui sera 
arrondi à la dizaine supérieure), ainsi que l'ind ice n0 du prem ier terme.

b. Programme

3000 CLS
3010 PR INT TAB ( 5 ) ;  "S E R IE ": F'RINT : F'RINT
3020 PR INT " 1 -  PROGRAMMATION DE LA SERIE": F'RINT
3030 PR INT " 2 -  CALCUL": F'RINT
3040 PR INT : INF'UT "VOTRE CHOIX : " ; E :  F'RINT : F'RINT
3050 IF  E == 1 THEN LIS T  3110: END
3060 INPIJT "NOMBRE DE TERMES A CALCULER: " ; M: F'RINT
3070 INF'UT "IN D IC E DU PREMIER TERME:";N
3080 M = INT ((M + ?) /  1 0 ) :S = 0
3090 FOR I = 1 TO 10
3100 FOR J ••= 1 TO M
3110 U = 1 /' N /  N
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3120 S = S + U : N = N + 1  
3130 NEXT J 
3140 PRINT S 
3150 NEXT I
3160 PR INT : INF'UT " VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMM 

E7:" ; Z$
3170 IF Zî = "0" THEN 3000 
3130 END

c. Exemples commentés 

•  E x e m p le  1 :

3110 U= (2-" ( -N) +3""' ( -N) ) /N

SERIE

NOMBRE DE TERMES A CALCULER:50

INDICE DU PREMIER TERME:1 
1 .0936S57 
1 .09852922 
1 .09861048 
1 .09361225 
1 .09361229
1.09861229 
1 .09961229
1.09861229
1.09861229
1.09861229

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N 

/
La som m e de la série £  2 11 + 3 est |n(3) soit approxim ativem ent

n 1 n

1,09861 229 , ce qui est la valeur donnée par l'o rd ina teu r; la série converge donc 
rapidem ent.
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•  E x e m p le  2  :

3110 U = l/N /N

SERIE

NOMBRE DE TERMES A CALCULER:100

INDICE DU PREMIER TERME:1
1 .54976773
1 .59616324
1 .61215012
1 ■62024396
1 .62513273
1.62840552
1.63074991
1 .63251187
1 .63338445
1 ,6349839

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:0 
SERIE

NOMBRE DE TERMES A CALCULER:5000

INDICE DU PREMIER TERME: 1
1.64293607
1.64393456
1.64426762
1 .64443419
1.64453415
1.64460079
1.64464839
1.6446841
1 .64471187
1.64473409

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N 

La série étudiée est :

n -  1

1
n

2

9



Avec 100 termes, il semble que l'on ait tro is chiffres s ign ifica tifs : 1,63.

Avec 5 0 0 0  termes, le "  3 "  apparaît faux : il fau t donc rester très prudent sur le 
nom bre de chiffres s ign ifica tifs  à retenir.

La conclusion la plus audacieuse que l'on puisse faire est:

/
Y  —  — 1,644
^  n2

n 1

n2
La lim ite  exacte est —  — 1 ,64493 4067 ...

6

Contra irem ent à l'exemple précédent, cette série converge très lentem ent.

On pourra vérifier avec le program m e que:

v  1 •~4
^  n4 90

11 1

y  1 JT6
^  n6 945

n i

Ces deux séries convergent beaucoup plus rapidem ent.

d. Les erreurs

Lorsque l'on se trouve confronté à une suite qui converge lentem ent, le premier 
réflexe consiste à choisir un nombre élevé de termes, 100 0 0 0  par exemple.

M alheureusem ent, les erreurs num ériques se cum ulent et peuvent fausser le 
résultat de façon significative.

En effet, l'incertitude  de calcul est en général de 10 9 : si l'on calcule
I 00  0 0 0  termes, les erreurs s 'a joutent et l'ince rtitude  to ta le  devient 1 0 4 !

Le choix du nombre de term es m résulte donc d'un com prom is entre précision et 
vitesse de convergence.

II peut arriver, mais c 'est un cas extrême, que les erreurs num ériques faussent

x 1
to ta lem ent le résultat. Prenons l'exemple de la série V  — qui est d ivergente:

n
n -  1

elle tend vers + oc, mais extrêm em ent lentem ent.
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Si on ca lcu la it 10  0 0 0  0 0 0  te rm es  (ca lcu l en une sem a ine  environ), on o b tie n ­

d ra it un nom bre  auquel les te rm e s  su ivan ts  ne s 'a jo u te ra ie n t pas : en e ffe t, ceux- 

ci se ra ien t tro p  p e tits  par ra p p o rt à la som m e pou r que l'o rd in a te u r puisse les 

prendre en com pte .

A ins i, si l'on  re ca lcu la it la série avec 1 0 0  0 0 0  0 0 0  te rm es, on o b tie n d ra it le

1
m êm e résu lta t, ce qu i te n d ra it a fa ire  c ro ire  que la sérié V  — converge  !

^  n
n 1
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2 Équations

7. Introduction

La résolution d 'équations est d une im portance capita le en m athém atiques.

Cependant, on ne peut obten ir le plus souvent que des valeurs approchées des 
racines.

Il existe des form ules algébriques exactes donnant les racines des équations 
polynom iales de degré inférieur à 5 et le m athém atic ien Evariste Gallois a 
dém ontré que cette résolution exacte n 'é ta it plus possible pour les polynôm es de 
degré supérieur ou égal à 5.

La recherche systém atique des racines de ces polynôm es peut tou te fo is  être 
effectuée de manière approchée par la m éthode de Bairstow.

Les équations non polynom iales peuvent égalem ent être résolues grâce à 
plusieurs m éthodes approchées. Nous en exam inerons tro is : la m éthode des 
d ichotom ies, la méthode des itérations et la m éthode de Newton.

Nous verrons enfin une m éthode de résolution des systèmes d 'équations à deux 
inconnues.
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Pour u tiliser les hu it program m es s im ultaném ent, il fau t rem placer chaque 
instruction END par l'ins truction  GOTO 100 et a jouter le m enu:

100 CL5
110 PR INT TAB( 5) ; "REiSOLUT I ON Dp EQUATIÜNS " : P RT NT
120 PR INT : PRINT " 1 - SECOND DEGRE"
130 PR INT : PRINT h r>_ TROISIEME DEGRE"
140 PR INT : PRINT " T _ QUATRIEME DEGRE"
150 PR INT s PR.INT "4 - POLYNOME QUELCONQUE"
160 PR INT : PRINT 11 c r_ METHODE DES DICHOTOMIES"
170 PR I NT : PRINT " 6 - METHODE DES ITERATIONS"
180 PR INT : PRINT il “7_ . METHODE DE NEWTON"
190 PR INT ; PR INT "8-- SYSTEMES A 2 INCONNUES"
200 PR INT : PRINT ii 9 _ F IN "
210 PR I NT ; INPUT "VOTRE C H O IX :"; E
220 ÜN E iGOTO 100C) ,7 0 0 0 ,3 0 0 0 ,4 0 0 0 ,SOOO,AOOO,7 0 0 0 ,8 0 0 0

9000
230 GOTO 100
9000 END

L'ensemble nécessite environ 7 Koctets de mémoire.

2. Équations du second degré

L'équation à résoudre est :

ax2 + bx + c 0 avec a / 0.

a. Résolution théorique

On calcule le d iscrim inant A donné par:

A - b2 -  4ac

Il faut alors d is tinguer tro is  cas:

-» A <  0 : l'équation n'a pas de racines.

-> A — 0: l'équation admet une racine double:

13



A > 0 :  l'équation admet deux racines:

- b  -
X1 =  — ô--------2a

x, =
—b + v/Â"

2a

b. Programme

L 'u tilisa tion du program m e est très s im p le : il su ffit d 'in trodu ire  les tro is coe ffi­
cients a, b et c.

Le program m e cherche alors les racines et affiche les résultats.

1000 CLS
1010 PRINT TAB( 5 ) ; "RESOLUTION DE AXA2+BX+C=0": PRINT

: PRINT
1020 INPUT " A= " ; A
1030 INPUT "B= " ; B
1040 INPUT "C= " ; 0
1050 PRINT
1060 D = B * B -  4 * A * C
1070 IF  D < 0 THEN PRINT "PAS DE SOLUTIONS"
1080 IF  D = 0 THEN PRINT "UNE SOLUTION DOUBLE:

/  2 /  A
1090 IF  D > 0 THEN PRINT "X l = ’ ; < - B  -  SOR (D

r : PRINT ">
riiTi T KIT

2=" ; ( -  B + SQR (D) ) /  2 /  A

1110 INPUT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME:Z$ 
1120 IF  Z$ = "0 "  THEN 1000 
1130 END

c. Exemples commentés

RESOLUTION DE AXA2+BX+C=0

A=1
B=1
0=1

PAS DE SOLUTIONS

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME:0 
RESOLUTION DE AX A2+BX+C=0

14



A— 1
D = 9

C= 1

UNE SOLUTION DOUBLE: -1

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME:O 
RESOLUTION DE AX"'"2+BX+C=0

A=1
B=2
C=-15

X1 = -5

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME:N 

Les tro is équations proposées fon t apparaître les tro is résultats possibles.

3. Équations du troisième degré

L'équation à résoudre est :

ax3 + bx2 + ex + d =  O avec a ^ O ( 1 )

a. Résolution théorique

On se ramène tou t d 'abord à l'équa tion :

x3 + b'x2 + c'x + d' =  0 

en posant :

b' = d' =  -

On pose ensuite X =  x h----- -, ce qui s 'écrit encore x =  X
3

l'équation (2), puis en développant, on aboutit à :

X3 + pX + q = 0

b'

( 2 )

En rem plaçant dans

(3)

15



avec :

P = c'
bl2
3

et q d' c’b’
3

On recherche alors X sous la form e 3v /a  + 3 ^

En posant arb itra irem ent u + |3 =  —q, et en développant l'expression 
X 3 + pX + q 0, on ob tien t la relation supplém enta ire :

u|t ( -  -H)3

u et |f sont donc racines de l’équation :

u2 + qu ( P )3 0
3

4 n 3 + 2 7 q 2
dont le d iscrim inant vaut A

27

-> Cas où A est p o s it if  ou nu l :

Les solutions sont a lors:

(4)

q + \ / Â  
2

et P

L'équation (3) adm et donc la racine réelle:

X, 3v/ T

On peut alors montrer, en d ivisant le polynôm e X 3 + pX + q par X — (3 \ A Ï + 
W -  que les deux autres racines de (3) sont complexes et sont données par:

X, j 3v /«_+ j23\ / ^

X3 j2 3V/ ü~ + i X2

1
j étant le nom bre complexe tel que j 3 1 (j - — + i).

2 2

Dans le cas où A est nul, ces deux racines sont confondues et va len t:

X,
x 2 X 3 2

-» Cas où A est néga tif :

On cherche m aintenant X sous la form e : 

X r cos 0

16



En rem plaçant dans l’équation (3) et en u tilisan t la fo rm u le :

cos3 0 =  — cos 30 + ~  cos 0 
4 4

il vient, en posant r =
—4p

(- P l / - 4 P  
3 V  ' “3

cos 30 + q = 0
3 V  3

Cette équation n ’adm et de so lu tions que si :

2p V -P

ce qui est équivalent à A  ^  0.

Un angle solution de l’équation (5) est a lors:

3q01 = — Arc cos | a / —  I
3 2p V - p

Les deux autres so lu tions son t:

02 = 0! + —
3

03 — 01 +
4 71

Les tro is solu tions de l’équation (3) sont alors:

4p
Xi =

x 2 =

X3 —

3

4p
3

4p

COS 01 

cos 02 

cos 03

R écap itu la tion  de la m éth o d e :

On calcule :

b’ =  ^ c = d ’

puis :

p = c
b'z

q = d’ —  + 2( — )3

(5)
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et :

-> Si A  >  0 :

L'équation adm et une solution réelle:

-* S i A  =  O:

L'équation adm et deux so lu tions:

b'
3

b'

3
(solution double)

Ces deux racines peuvent éventuellem ent être égales (cas d 'une racine triple). 

- ►  Si A  <  0 :

On calcule :

On remarque que l'équation adm et tou jours au m oins une racine ; c 'est le cas de 
toutes les équations polynom iales de degré impair.

b. Programme

Le program m e est ici la traduction  exacte de la méthode. Il présente cependant 
quelques particu la rités:

Il y a alors tro is so lu tions:
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-> Nous avons écrit P*P*P au lieu de P t 3 car le calcul est alors plus précis et 
plus rapide.

-> La fonction  Arc cos est absente sur la p lupart des m icro-ordinateurs. On
utilise alors la fo rm u le :

Arc cos x — —— — Arc ta —7-------=
2 1 -  x2

Le calcul de 0 ,  se s im plifie  en :

+ Arc .g l ^ 2 = ) )

Prendre la racine cubique d'un nom bre revient à l'é lever à la puissance
1

Cependant, tous les ord inateurs n 'adm etten t pas que l'on élève un nombre néga­
tif à une puissance fractionnaire .

On procède alors de la manière suivante : la valeur absolue du nombre est élevée à 

la puissance — , et le signe est restitué ensuite au résultat.

On écrira donc : 

à la place de :

SGN(X)*(ABS(X)t(1/3)) 

Xf (1/3)

10 PI = 3 .1415 9 2 6 5 3 6  
2000 CLS
2010 PR INT "RESOLUTION DE AX"'"3+BX "'"2+CX+D=0" : PRINT : PR INT

2020 INF'UT "A = ";A  
2030 INF'UT " B= " ; B 
2040 INF'UT "C=" ; C 
2050 INF'UT "D=" ; D 
2060 F'RINT
2070 B = B / A / 3 : C = C / A : D = D / A
2080 F' -  C -  3 t  B t  E
2090 Q = D + B * (2 * B * B -  C)
2100 T = Q * Q + 4 /  27 * P * F' * P
2110 IF  T > 0 THEN 2250
2120 IF  T -  0 THEN 2210
2130 REM **#  CAS TCO * * *
2140 T = SQR ( -  T)

2150 X = F'I /  2 + ATN (Q /  T)
2160 FOR K = 1 TO 3
2170 F'RINT "X " ; K; " = " ; SQR ( -  4 * P /  3 )  * COS ( (X. +

2 * K * F 'I) /  3) -  B
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2180 NEXT K
2190 GOTO 2290
2200 REM * * *  CAS T=0 * * *
2210

)
PRINT " X 1 = "; 
-  B

-  SGN (Q) * (4 * ABS (Q ) ) ( 1 /  3

PRINT " X2=" ; SGN (Q) * ( ABS (Q ) /  2) (1 /  3) -
B ; 11 (DOUBLE)"

2230 GOTO 2290
2240 REM * * *  CAS T >0 # **
2250 T = SOR (T)
2260 X = SGN (T - Q) * ( ABS (T -  Q) /  2) (1 /  3)
2270

)
X = X -  

-  B
SGN (T + Q) * ( ABS (T + Q) /  2) (1 /

2280
2290

PRINT 
PR I NT

" X = " ; X

2300 INPUT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME: " ; Z$
2310
2320

IF Z$ 
END

= "0" THEN 2000

c. Exemples commentés

Nous avons vo lonta irem ent choisi des équations adm ettan t des racines entières 
afin de m ontrer l'excellente précision des résultats.

RESOLUTION DE AX 3+BX 2+CX+D=0

A=1
B=4
C=4
D=3

X=-3

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME:0 
RESOLUTION DE AX 3+BX 2+CX+D=0

A=1
B=3
C=-10
D=-24
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VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME:D 
RESOLUTION DE AX "3+BX "•2+CX+D=<

A=1
B=9
C=15
D=-25

X1 = 1
(DOUBLE)

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME:O 
RESOLUTION DE AX 3+BX '"2+CX+D=0

A=1
B=-3
C=3
D = -l

X 1 = 1
X2=l (DOUBLE)

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME : N

4. Équations du quatrième degré

L'équation à résoudre est :

ax4 + bx3 + ex2 + dx + e = O avec a + O ( 1 )

a. Résolution théorique

On se ramène tou t d 'abord à l'équation :

x4 + 4b'x3 + c'x2 + d'x + e' =  O (2)
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en posant :

. . b c ,, d eb =  —  c = — d =  — e =  —
4a a a a

On pose ensuite X =  x + b', et on remplace x par (X —b') dans l'équation (2).

On abou tit alors à :

X4 + pX2 + qX + r =  0 (3)

avec :

p =  c' — 6b '2

q — d' + 8b '3 — 2b'c'

r — e' — d'b' + c 'b '2 + 3b'4

On recherche alors t, u et v de sorte que:

X4 + pX2 + qX + r -  (X2 + tX + u) (X2 -  tX + v)

Posons :

S u + v et P — uv

L 'identifica tion  des deux polynôm es condu it aux résultats su ivants:

P r

t q
V U

S3 — pS2 — 4rS + (4rp — q2 ) = 0 (4)

Nous examinerons plus tard le cas u = v  qui correspond encore à q =  0.

La recherche d'une solution S0 de cette équation s'effectue selon la méthode 
exposée précédem m ent: u et v sont alors racines de l'équa tion :

y2 S0y + r 0

Le d iscrim inant de cette équation est A =  S02 — 4r.

-> Si A <  0, l'équation (1) n'a pas de solutions.

-» Si A >  0, on ob tien t a lors:

u ■- Sp — \ /Â ~  v _  s 0 + y / r  t _  g
2 2 S/~A

(A ne peut pas être nul puisqu'on a supposé u d iffé ren t de v.)

Les so lu tions de l'équation (3) sont alors celles des équations:

X2 + tX + u = 0 

X2 -  tX + v = 0
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On peut donc obten ir 0, 2 ou 4 solutions. Étudions m aintenant le cas où q est 
nul. L 'équation (3) dev ien t:

X4 + pX2 + r =  0

qui est une équation bicarrée. Posons A  =  p2 — 4r :

-> Si A  <  0, il n 'y a pas de solutions.

-> Si A >  0, les racines sont celles de:

X2 =  - P t . ^  et X2 = - P -
2 2

Suivant le signe de ces quantités, on peut encore obten ir 0, 2 ou 4 solutions.

b. Programme

On retrouve ici les particu larités du program m e précédent.

10 P I = 3 .14159 26536
3000 CLS
3010 PR INT "RESOLUTION DE A X 4+B X " " 3+C X "" 2+D X + E=0 " : PR INT

: PR INT
3020 IN P U T "A=" A
3030 INPUT "B=" B
3040 INPUT "C=" C
3050 INPUT "D=" D
3060 INPUT n — il E
3 C) 70 PR INT
3080 B = B / A / 4: C = C / A:D = D / A:E = E / A

3090 P = C - 6 * B * B
3100 Q = D + 2 * B * (4 * B * B - C)
3110 R = E - D * B + C * B * B - 3 * B " 4
3120 IF  Q = 0 THEN 3450
3130 F = - 4 * R - P * P / “T

3140 6 = 8 1 R * P / 3 - Q * Q - 2 / 27 % P 3
3150 IF  G = 0 THEN S = 0: GOTO 3210
3160 DL = 4 * (F 3) /  27 + G % G
3170 IF  DL < 0 THEN S = SQR ( -  4 * F /  3) * COS ((P

I /  2 + AT N (G /  SQR ( -  D L ) ) )  /  3 ) :  GOTO 3210
3180 DL = SQR (DL)
3190 S = SON (DL — G.» % ( ( ABS (DL -  G) /  2) (1 /  3)

)
3200 S = S - SGN (DL + G) * (( ABS (DL + G) / 2) (1 /

3) )
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;21 o S = S + P / 3
■ 220 D2 =̂ S * S - 4 * R
;230 IF D2 < 0 THEN 3430
240 IJ = (S - SOR (D2 >) / 2
1250 IJ = (S + SQR (D2)) / 2
■260 T = Q / SQR (D2)
■270 D3 =: T * __

_J 1 ** d

;280 IF ABS (D3) < 1E - 6 THEN
1290 IF D3 < 0 THEN 3320
3300 PR INT < - T + SQR (D3)) / 2 - B
3310 PR INT ( - T - SQR (D3)) / 2 - B
3320 D4 = Q * Q /  D2 _ r> + c _ Ojl- l' y-J jL. * SQR
3330 IF ABS (D4) < 1E - 6 THEN D4 = 0
3340 IF D4 > = 0 THEN 3370
3350 IF D3 < 0 THEN 3430
356U GOTO 3390
3370 FRI NT ( T + SQR ( D 4 ) ) /  2 -  B 
3380 PR INT (T -  SQR <D4)) /  2 -  B 
3390 PRINT
3400 ÏNF'UT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME: 11 ; Z$ 
3410 IF  Z$ = "0 "  THEN 3000 
3420 END
3430 PRINT "PAS DE SOLUTIONS"
3440 GOTO 3390
3450 T = F' * P -  4 * R
3460 IF  T < 0 THEN 3430
3470 IF  (R > 0) AND (P > 0) THEN 3430
3480 IF  R < 0 THEN 3520
3490
3500

Z = SQR ((  -  
PRINT Z -  B

F' - SQR ( T ) ) /  2

3510 PR INT -  Z - B
3520
3530

Z = SQR ( (  -  
PRINT Z -  B

P + SQR ( T ) ) /  2

3540
t ur er,-iU U U

PRINT -  Z -  
GOTO 3390

B

c. Exemples commentés

RESOLUTION DE AX 4J-BX ' 3+CX ''2+DX+E=0

B=4
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C=90
D=68
E --1 6 0

1

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME:O 
RESOLUTION DE AXA4+BXA3+CXA2+DX+E=0

A=1
B=13
0=15
D=-73
E=44

-4
-11
1

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME:0 
RESOLUTION DE AX"4+BXA3+CX " 2+DX+E=0

A=1
B=4

D=4
E=1

-1

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME:0 
RESOLUTION DE AX/"4+BX ""3+CX ’ 2+DX+E=0
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D 
E

PAS DE SOLUTIONS

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME:O 
RESOLUTION DE AX"'4+BX " 3+CX " 2+DX+E=0

A=1
g=9

C=-39
D=-40
E=-48

4
-1 2

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME:O 
RESOLUTION DE AX "■4+BX ""3+CX ""2+DX+E=0

A=1
B=3

D=1
E=0

2 . 32S30644E-10 
-1 .0 0 0 4 6 7 6 7  
- .9 9 9 7 6 6 1 6 4  
- .9 9 9 7 6 6 1 6 4

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME:N

La précision des résultats est excellente, sauf dans le dernier exemple.

Cela provient du fa it que (—1) est racine m ultip le  (d’ordre 3) de l’équation, et les 
racines m ultip les posent tou jours en calcul num érique des problèm es de préci­
sion : nous en étudierons les causes lors de l’étude de la m éthode de Bairstow.
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5. Méthode de Bairstow

Cette m éthode perm et le calcul approché de toutes les racines d 'un polynôm e de 
degré quelconque n :

P(x) =  aoXn + + ... + an^ x  + an =  0

a. Principe

La m éthode consiste à décom poser le polynôm e P en produit de polynôm es plus 
simples, de degré 2 et éventuellem ent de degré 1.

La prem ière étape consiste donc à déterm iner deux valeurs p et q te lles que: 

P(x) =  (x2 + px + q ) . Q(x)

Les racines de P(x) sont alors d 'une part celles de x2 + px + q =  0 que l'on sait 
parfa item ent déterm iner, et d 'autre  part celles de Q(x), qui est un polynôm e de 
degré n—2.

On applique de nouveau le processus à Q(x), et ainsi de suite jusqu'à ce que 
toutes les racines soient déterm inées.

La d ifficu lté  réside donc dans la déterm ination  des coeffic ien ts p et q : on utilise 
alors une m éthode itérative.

Soient p0 et q 0 donnés. Il n 'y a pas de raison particu lière pour que x2 + p0x + q0 
divise le polynôm e P(x) ; on a donc la relation générale:

P(x) = (x2 + PqX + q0) . B (x) + (R0x + S0)

où R0 et S0 sont deux réels.

La m éthode de Ba irstow  va vous perm ettre  de calculer deux valeurs Pt et q, 
telles que :

P(x) =  (x2 + p ^  + q ^  . B (x) + ( R -, x + 

avec :

R1j <  |Ro j et j S11 <  |Sq j

Les valeurs (p ^q ,) obtenues sont ainsi "  m e illeures" que (p0,q0).

On réitère le procédé jusqu'à ce que les différences pn + 1 — pn et qn^, — qn soient 
inférieures à une valeur fixée.

Nous nous contenterons de donner la transform ation perm ettant de passer des 
valeurs (pn,qn) aux valeurs (pn+1,qn+1); sa dém onstration sort du cadre de cet 
ouvrage.
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A partir des coeffic ients (a,) du polynôm e P, on calcule :

-> les coeffic ien ts (b;) :

b0 =  a0

b 1 =  a t — pb0

b2 =  a 2 ~  pbi — qb0

t*3 =  a3 — pb2 — qb.

bn i =  an , - p b n_2 - q b n̂ 3

bn =  an ~ Pbn i — Pbn„ 2

Ces coeffic ien ts sont ceux du polynôm e B, quo tien t de la division de P par 
(x2 + px + q).

-» le tableau des (c ,):

c0 =  b0
Ci =  b, -  p.c0

c2 -  b2 -  p.c, -  q.c0

c n 2 -  b n 2 ~  P-Cn 3 — b cn 4 

Cn 1 = 0 -  p.cn 2 -  q.cn 3

On calcule alors :

D = Cn 2 _ 1 ■ cn 3
U - b n 1 ' 2 -  bn . C

V bn ■ Cn 2 bn 1 ■ c,

lors

U
Pn* 1 = Pn +

D

V
bn 11 = bn +

D

b. Programme

Après avoir fourni au program m e le degré du polynôm e ainsi que tous les coe ffi­
cients, il fau t in troduire  la précision p souhaitée : 1 correspond à une précision 
médiocre, alors que 8 correspond à la précision maximale.

Le program m e calcule alors l’erreur maximale E =  10~p tolérée pour les 
d ifférences :

! Pn+1 Pn et | Pn + 1 — bn I
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REMARQUE : Le coe ffic ien t A(0) est celui du term e de degré n.

Le program m e dem ande enfin les valeurs in itia les de p et q. Le couple (0,0) 
conduit en général au résu lta t; cependant, si beaucoup de coeffic ients sont nuis, 
ces valeurs s 'avèrent inadaptées, il convient alors de relancer le program m e avec 
deux nouvelles valeurs.

20 DIM A (40)  , B (40)  , C (40)
4000 CLS
4010 PRINT "RACINES D’ UN POLYNOME DE DEGRE N ": PRINT :

PR INT
4020 INPUT "N = " ; N 
4030 IF  N < 3 THEN 4020
4040 PRINT : FOR I = 0 TO N: PRINT " A ( " ; I ; :  INPUT ">="

; A ( I ) :  NEXT I :  PRINT
4050 FOR I = 1 TO N : A i I )  = A ( I )  /  A ( 0 ) :  NEXT I : A (0 > =

1
4060 PRINT : INPUT "PRECISION (1 A S) : " ; E : E  = 10 ( -

E)
4070 INPUT " P , Q : " ;  P,Q 
4080 PRINT : S = 0 
4090 J = 0
4100 B ( 0 ) = A ( 0 ) : B ( 1 ) = A d )  -  P * B O0)
4110 FOR K = 2 TO N
4120 B (K) = A (K) -  P * B (K - 1) - Q * B ( K -  2)
4130 NEXT K
4140 C ( 0 ) = B ( 0 ) : C ( 1 ) = Bd) - P * C 00)
4150 IF  N = 3 THEN 4190
4160 FOR K = 2 TO N -  2
4170 C (K ) = B (K) -  P * C ( K -  1) -  Q * C ( K “ jS  l
4130 NEXT K
4190 C (N -  1) = -  P * C (N -  2) -  Q * C (N -  3)
4200 D = C (N -  2:) * C (N -  2) -  C (N - 1) * C (N
4210 U = B (N -  1) * C (N -  2) -  B (N) * C (N - 3)
4220 V = B (N) * C(N - 2) - B(N -  1) * C (N - 1)
4230 IF  D = 0 THEN PRINT "LA METHODE EST INADAPTEE"; GOTO 

4420
4240 Y = U /  D; Z = V /  D
4250 P = P + Y : Q = Q + 2
4260 IF  i. ABS (Y) + ABS ( Z) )  < E THEN 4300
4270 IF  J < 100 THEN J = J + 1 : GOTO 4100
4230 PRINT "LE CALCUL NECESSITE TROP D’ ITERATIONS
4290 GOTO 4420
4.300 T = P * P -  4 * Q
4310 IF  T < 0 THEN 4350
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4320 PR INT ( -  P + SOR (T) ) /  2
4330 S = 1
4340 PR INT ( -  P -  SQF: ( T) )  /  2
4350 N = N - d'

4360 FOR I = 1 TO N
4370 A ( I )  = B ( I )
4380 NEXT I
4390 IF  N > 2 THEN 4090
4400 IF  N = 2 THEN P = B ( 1 ) : Q = B ( 2 ) :  GOTO 4300
4410 IF  N = 1 THEN F'RINT -  B d )  /  B ( 0 ) : S  = 1
4420 FRI NT : IF  S = 0 THEN F'RINT "PAS DE SOLUTIONS"
4430 INF'UT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?: 11 ; Z$
4440 IF  Z$ = "0 "  THEN 4000
4450 END

c. Exemples commentés

•  E x e m p le  1 :

RACINES D7 UN POLYNOME DE DEGRE N

N=4

A ( 0 ) = 1 
A ( l ) =4 
A ( 2 ) = - 1 6 4  
A (3)——336 
A « 4 )=5760

PRECISION (1 A 8) : 7
P , 0 : 0 , 0

ifn
-B
10
-12

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:O
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•  E x e m p le  2  :

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:O 

RACINES D’ UN POLYNOME DE DEGRE N

N=7

A ( 0 ) =2 
A ( 1 ) = - 1 3  
A ( 2 ) = - 4 9  
A (3)=385 
A ( 4 ) = - 77  
A ( 5 ) = - 1 6 5 2  
A (6)=684 
A (7 )=720

PRECISION (1 A 8) : 9 
P, G! : 0 , 0

1

6
~5
4

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:0

Les racines des deux équations:

x4 + 4x3 -  1 64x2 -  336x + 5760 = 0

2x7 -  1 3x6 -  49x5 + 385x4 -  77x3 -  1 652x2 + 684x + 720 = 0 

sont trouvées avec une excellente précision.

•  E x e m p le  3  :

RACINES D’ UN POLYNOME DE DEGRE N

N=6

31



A ( 0 ) = 1

A ( 2 ) = - 21  
A (3)=203 
A ( 4 ) = - 14 0  
A ( 5 ) = - 75 6  
A (6)=720

PRECISION (1 A 8) : 8
P, Q : 0 , 0

4
090999994

-5

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:0 

Les racines de :

x6 7x5 -  2 1 x4 + 203x3 -  1 40x2 -  756x + 720 =  0 

sont obtenues de manière très satisfaisante.

•  E x e m p le  4  :

RACINES D7 UN POLYNOME DE DEGRE N

N=4

A (0)=-3 
A ( l ) =2 
A ( 2 ) = - 6

A ( 4 ) = - 8

PRECISION (1 A 8) : 4
P, 0 : 0, ()

PAS DE SOLUTIONS
VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:O
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Le polynôm e :

-  3x4 + 2x3 -  6x2 -  3x -  8

ne possédant pas de racines réelles, le program m e a ffiche : " pas  de so lu tions". 

•  E x e m p le  5  :

Reprenons l'équation de l'exem ple 3, en dem andant cette fo is une précision de

RACINES D’ UN POLYNOME DE DEGRE N

N=6

A ( 0 ) = 1 
A ( l ) = - 7  
A (2 )= -2 1  
A (3 )=203  
A ( 4 ) = - 1 4 0  
A ( 5 ) = - 7 5 6  
A (6 )=720

PRECISION (1 A S) : 9 
P j Q ï 0 j 0

LE CALCUL NECESSITE TROP D’ ITERATIONS. . .  

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:0

La précision demandée é tant trop grande, le program m e ne peut trouver toutes 
les racines.

Cette remarque est très im portante , et elle s'applique à tous les program m es où 
il fau t choisir une précis ion: de façon presque systém atique, le program m e ne 
pourra fonctionner norm alem ent lorsqu'une trop grande précision sera 
demandée.

On peut donc adopter la dém arche su ivante : e ffectuer une prem ière recherche 
avec une précision m édiocre (1 ou 2) de manière à localiser les racines, puis 
reprendre le calcul avec une m eilleure précision (7 ou 8).
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E x e m p le  6  :

Cas de racines m ultip les

Considérons l'équation su ivante :

x6 -  4x5 -  6x4 + 32x3 + x2 -  60x + 36 =  0 

qui adm et 1, —2 et 3 com m e racines doubles.

RACINES D"UN POLYNOME DE DEGRE N

N=6

A (0)=1 
A ( 1 ) = -4  
A ( 2 ) = -6  
A (3)=32  
A (4)=1 
A (5) = -60  
A (6)=36

PRECISION (1 A 9) : S 
F‘ , Q: 0 ,0

3 .00000669  
.999995369 
2 .99999332  
1 .00000463

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:0

La précision demandée é ta it pourtant 8.

Expliquons ce phénomène de manière in tu itive

Lorsqu'une fonction  possède une racine m ultip le  x0, sa représentation graphique 
au voisinage de x0 présente une form e " aplatie ".
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f(x) f(x>

X X

racine sim ple racine m ultip le

Ainsi, lorsqu'on se déplace sur la courbe, une faible variation de y correspond à 
une variation im portante  de x.

Plus la m u ltip lic ité  de la racine est grande, et plus le phénomène s'accentue.

De manière plus rigoureuse, considérons le développem ent en série de Taylor de 
la fonction  f  au voisinage de x0 :

Si x0 est racine de f, alors f(x0) =  0.

Si x0 est racine double de f, alors f(x0) =  0 et f'(x0) =  0.

Plus généralem ent, si x0 est une racine de m u ltip lic ité  m, toutes les dérivées d 'o r­
dre inférieur ou égal à (m — 1 ) sont nulles en x0 ; ainsi, le développem ent d 'ordre 
m de f  se réduit à :

Supposons par exemple une fonction  adm ettant une racine de m u ltip lic ité  4, et 
prenons h =  0,01.

Si la dérivée f (m,(x0) n 'est pas trop grande, une variation im portante  de x (0,01) 
n’a qu'une très fa ib le incidence sur la valeur de la fonction.

•  E x e m p le  7 :

Considérons l'équation su ivante :

x7 + 7x6 + 21x5 + 35x4 + 35x3 + 21x2 + 7x + 1 = 0 

dont (—1) est l’unique racine, de m u ltip lic ité  7.

h m
f(x0 + h) = -n - f(m,(x0) + hm e(h) 

m !
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RACINES D'UN POLYNOME DE DEGRE N

N=7

A ( O ) = 1 
A ( 1 ) —7 
A(2)=21 
A (3)=35 
A (4)=35 
A (5)=21 
A (6)=7  
A ( 7 ) = 1

PRECISION (1 A S )  : 2 
P, Q : O, O

-1 .0 7 3 2 6 0 4 2

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:0 
RACINES D'UN POLYNOME DE DEGRE N

N=7

A ( 0 ) = 1 
A ( 1 ) =7 
A (2)=21 
A (3) =35 
A ( 4)=35 
A (5)=21 
A ( 6 ) =7  
A < 7)=1

PRECISION (1 A 9) : 2 
P, Q : 0 , 1

982286899 
-1 .0 5 2 8 1 4 3 5  
-.9 4 6 6 4 2 6 5 3

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N
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Bien que la précision demandée soit faible, le program m e n'a ffiche qu'une valeur 
dans le prem ier cas, et tro is valeurs dans le second: ce n'est pas vra im ent 
satisfaisant !

Il convient donc de rester très critique vis-à-vis des résultats fourn is par le 
program m e dans le cas de racines m ultip les et de se contenter d 'une valeur 
approchée.

6. Méthode des dichotomies

Laissons m aintenant de côté la résolution des équations polynom iales et abor­
dons le problèm e plus général de la recherche approchée des zéros d ’une fonc ­
tion quelconque.

Commençons par la m éthode la plus simple, la m éthode d ichotom ique.

a. Principe

Soit une fonction  f  donnée; on se propose de déterm iner ses zéros sur un in te r­
valle |x min,xmaJ  fixé.

Supposons que l'on connaisse un intervalle |a,b| sur lequel la fonction  change de 
signe, c 'est-à -d ire  tel que f  (a) . f(b) <  0.

Si la fonction  f est continue, nous savons que cet intervalle con tien t alors une 
racine de f.

Nous allons couper cet in tervalle en deux en posant:

a + b
c =  --------

2

Deux cas sont alors possib les:

-> si f(c) est du signe de f(a), la racine appartient à l'in te rva lle  [ c ,b |.

-> si f  (c) est de signe opposé à f(a), la racine appartient à l'in te rva lle  |a,b|.

Nous avons donc encadré la racine par un intervalle deux fois plus petit.

Il su ffit de répéter le processus jusqu'à ce que la précision demandée soit 
atteinte.

b. Programme

La méthode d icho tom ique présente deux inconvénients m ajeurs: il fau t connaître 
au départ un intervalle [a,b| sur lequel la fonction  change de signe, et une seule 
racine est trouvée sur cet intervalle.
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Le program m e s 'a ffranch it de ces deux inconvénients : avec l’in tervalle [xmin, xmax] 

qui peut être quelconque, on choisit un incrém ent D.

L 'in tervalle |x min,xrnax| est ensuite découpé en sous-intervalles de longueur D. Sur 
chacun de ces sous-intervalles, le program m e examine si la fonction  change de 
s igne; si c 'est le cas, la m éthode d ichotom ique y est appliquée.

En choisissant D suffisam m ent petit, toutes les racines seront obtenues.

L 'u tilisa tion  du program m e ne pose pas de problèm es particu lie rs ; il fau t in tro ­
duire les bornes xmin et xmax de l'in terva lle  d 'é tude, l'incrém ent de recherche D et 
la précision désirée sous la form e d'un nombre com pris entre 1 et 8.

Il fau t égalem ent défin ir la fonction  à la ligne 1 0 0 0 0  du program m e sous la 
form e ;

10000 F = 4*SIN(X) + 1 -  X

5000 CLS
5010 F'RINT TAB( 5 ) ; "METHODE DES DICHOTOMIES": PRINT :

PR INT
5020 PR INT " 1 -  PROGRAMMATION DE L ’ EQUATION": PRINT
5030 PRINT " 2 -  RESOLUTION": PRINT : PRINT
5040 INF'UT "VOTRE C H 0 I X : " ; E
5050 IF  E = 1 THEN LIST 10000 -  10999: END
5060 INF'UT " XMIN= " ; A
5070 INF'UT "XMAX = " ; B: F'RINT
5080 J.NF'UT " INCREMENT: " ; D: PRINT
5090 INF'UT "PRECISION (1 A 8 ) : " ; E : E  = 10 ( -  E) : F'RINT

5100 U = 0
5110 FOR I = A TO B -  D STEP D
5120 X = I
5130 GQSUB 10000
5140 IF  F = 0 THEN 5280
5150 Z = F
5160 X = I + D: GOSUB 10000
5170 IF  X = B AND F = 0 THEN 5280
5180 IF  F = 0 THEN 5300
5190 IF  Z * F > 0 THEN 5300
5200 P = 1 :0  = I + D
5210 X = (P + Q) /  2
5220 IF  ABS (0 -  P) < E THEN 5280
5230 GOSUB 10000
5240 IF  F = 0 THEN 5280
5250 IF  F * Z > 0 THEN F' = X : GOTO 5210
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5260 Q = X 
5270 GOTO 5210 
5280 PRINT X 
5290 U = 1 
5300 NEXT I
5310 IF  U = 0 THEN PRINT "PAS DE SOLUTIONS" 
5320 FRINT
5330 INPUT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME 
5340 IF  Z$ = "0 "  THEN 5000 
5350 END
10000 F = 4 * S IN  (X) -  X + 1 
10010 RETURN

Exemples commentés

E x e m p le  1 :

10000 F=X+4*L0G( X) -5

METHODE DES DICHOTOMIES

XMIN=1
XMAX=10

INCREMENT:1 

PRECISION (1 A 8 ) : 8

î. 07676138

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N 

E x e m p le  2  :

10000 F=4* S I N( X) - X+1

METHODE DES DICHOTOMIES



XMIN=-3
XMAX=3

INCREMENT:1

PRECISION (1 A S ) : 3

-2 .2 1 0 0 8 3 9 4  
-.3 4 2 1 8 5 0 5 4  
2 .70206 138

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N

Les racines de l'équation 4 sin x + 1 — x =  0 sont trouvées en quelques secondes 
à 10 8 près. (La précision est e ffectivem ent de 10 8 lorsque la racine n 'est pas 
m ultip le.)

•  E x e m p le  3  :

10000 F = - 1 6 0 + X * ( 6 S + X * ( 9 0 + X * ( 4 - 2 * X ) ))  

METHODE DES DICHOTOMIES

XMIN-—10 
XMAX=10

INCREMENT:5 

PRECISION (1 A 3 ) ;  1

.9765625 
8 .00781 25

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:0 
METHODE DES DICHOTOMIES

XMIN=-10
XMAX=10

INCREMENT:1
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PRECISION (1 A S ) : 8

:
x

8

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N

Avec un incrém ent de 5, le program m e ne trouve que tro is racines, alors que les 
quatre racines sont obtenues avec un incrém ent de 1.

Lorsqu'on ne connaît ni le nom bre ni la position approxim ative des racines, on 
peut adopter la dém arche su ivante :

-* une prem ière recherche avec fa ible précision et fa ib le incrém ent perm et une 
localisation rapide de toutes les racines.

-* une deuxième recherche avec précision et incrém ent im portan t perm et alors 
d 'ob ten ir des valeurs précises.

7. Méthode des itérations

a. Principe

La form e de l'équation à résoudre n 'est plus f(x) =  0  mais x =  cp(x).

Cette hypothèse n'est pas res tric tive ; par exemple l'équa tion :

4 sin x — x + 1 = 0  

peut se m ettre sous la form e : 

x =  4 sin x + 1

La m éthode consiste, à partir d 'un point x0 qu'il faut choisir le plus proche 
possible de la racine, à calculer successivem ent:

x, =  cp(x0) 

x2 = p(x, )

Xn+1 = <p(xn)

Lorsque le processus converge, la différence l x n+1 — xn; fin it par devenir in fé ­
rieure à l'erreur maximale fixée à l'avance : xn est alors une solution approchée de 
l'équation.
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M alheureusem ent, la m éthode présente le grave défaut de ne converger que 
pour les fonctions g lipschitziennes de rapport K avec K <  1.

Ceci signifie, si l'on prend deux points quelconques a et b, que la fonction  cp doit 
vérifie r :

| cp(a) — <p(b)| <  K | a -  b J
Si la fonction  g est dérivable, il revient au même de dire que g' do it être stric te ­
m ent majorée par 1.

b. Programme

La fonction  g do it être défin ie à la ligne 1 0 0 0 0  du program m e sous la fo rm e:

10000 F COS(X)

Il fau t ensuite fourn ir au program m e le po in t de départ x0 et la précision désirée, 
tou jours sous la form e d'un nombre com pris entre 1 et 8.

Si le processus ne converge pas ou si la précision demandée est trop grande, le 
program m e s'arrête en a ffichan t:

LF CA1.CUI NECESSITE TROP D'ITERATIONS

Nous retrouverons cette particu larité  dans les derniers program m es de ce 
chapitre, ainsi que dans ceux du chapitre "R echerche d 'ex trém um s".

6000 CL5
6010 PR INT TAB( 5 ) ; "METHODE DES ITERATIONS" : F'RINT : F'RINT

6020 PRINT " 1 - PROGRAMMATION DE L ? EQUATION": F'RINT
6030 PR INT " 2 -  RESOLUTION": PR INT : PR INT
6040 INPÜT " VOTRE CHOI X: " ; E
6050 IF  E = 1 THEN LIST 10000 -  10999: END
6060 I NF'UT " X0=" ; X : F'RINT
6070 INF'UT " PRECISION (1 A 8) : " ; E: E = 10 ( -  E) : F'RINT

6080 FOR I =: 1 TO 200

6090 G0SUB 10000
6100 IF  ABS1 (F -  X) < E THEN 6140
61 10 X = F
6120 NE X T I
6130 PRINT " LE CALCUL NECESSITE TROP D7ITERATIONS": goto

6150
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6140 PRINT " X = " ; X 
6150 PRINT
6160 INPUT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:" ; Z$
6170 IF  Z$ = "0 "  THEN 6000
6180 END
10000 F = COS (X)
10010 RETURN

c. Exemples commentés

•  E x e m p le  1 :

On se propose de résoudre l'équation x =  cos x.

10000 F=C0S( X)

METHODE DES ITERATIONS

XQ= 1

PRECISION (1 A S ) : S  

X = .739085128

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?: 0 
METHODE DES ITERATIONS

X0 = 1

PRECISION (1 A S ) : 9

LE CALCUL NECESSITE TROP D’ ITERATIONS 

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N

Dans le prem ier cas, la racine est trouvée avec une bonne précision (à 1 0 8 près).

Dans le deuxième cas, le fa it de dem ander une précision trop forte  empêche le 
programme de fonc tionne r norm alem ent.
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•  E x e m p le  2  :

Soit à résoudre l'équation : 

x — 4 sin x + 1

10000 F = 4 * S I N ( X ) +1

METHODE DES ITERATIONS

X0=1

PRECISION (1 A S ) : 1

X= -2 .2 0 4 2 8 4 0 8

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:0 
METHODE DES ITERATIONS

X0=1

PRECISION (1 A 8 ) : 2

LE CALCUL NECESSITE TROP D'ITERATIONS

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N

Une prem ière recherche à fa ib le précision (1) fou rn it une valeur approchée 
voisine de —2,2.

Dans le but d 'ob ten ir un m eilleur résultat, le program m e est relancé avec une 
précision légèrem ent supérieure (2). Le program m e ne trouve alors plus la racine.

Ce com portem ent est dû au fa it que la fonction  ne vérifie  pas le critère de 
convergence; en effet p'(x) =  4 cos x n'est pas majorée par 1 mais par 4.

La m éthode est donc inapplicable.

•  E x e m p le  3  :

Nous som m es ici encore dans un cas de non-application de la m éthode : la fonc-
X 2 1 . , , .

tion cp(x) — - — admet  pour dérivée <p'(x) =  x. Or la racine de l ’équation

x -  <p(x) est x0 -  1.
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Au voisinage de x0, la dérivée de o tend vers 1, donc vers la valeur lim ite  assu­
rant la convergence.

10000 F = ( X * X + l ) / 2

METHODE DES ITERATIONS

X0=1

PRECISION (1 A S ) : 4

X = 1

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:0 
METHODE DES ITERATIONS

X0=0

PRECISION (1 A 8 ) : 4  

X = .985887497

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:0 
METHODE DES ITERATIONS

X0=0

PRECISION (1 A S ) : 5

LE CALCUL NECESSITE TROP D'ITERATIONS

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N

Ici le processus converge, mais le program m e s'arrête parce que la convergence 
est trop lente.

d. Conclusion

L'application de la m éthode do it se faire avec prudence, après avoir vérifié la 
condition de Lipschitz.

45



Le seul avantage de cette m éthode est d 'ê tre plus rapide que la m éthode des 
d ichotom ies.

8. Méthode de Newton

a. Principe

Nous considérons de nouveau une équation du type :

f ( x ) =  0

La m éthode de New ton, tou t com m e la m éthode des itérations, consiste à calcu­
ler une suite de valeurs (xn) convergeant vers la racine a de l'équation.

Partant d 'un point x0, on calcule successivem ent :

l<x_o)
f'(x0 ) 

f(x, ) 

f ( x ,  )

Xo

Le processus s'arrête lorsque la différence |x n — xn_, |  devient inférieure à 
l'erreur m axim ale fixée : xn est alors une valeur approchée de a.

La m éthode est applicable à la double cond ition  su ivan te : la fonction  do it être 
dérivable et la dérivée ne do it pas s'annuler au voisinage de a.

En particu lier, la m éthode ne peut être utilisée pour la déterm ina tion  de racines 
m ultip les.

b. Programme

La fonction  do it être défin ie à la ligne 10000  du program m e sous la fo rm e:

10000F 4*SIN(X) X.1

Il fau t ensuite introduire  le po in t de départ x0 et la précision sous la form e d'un 
nom bre com pris entre 1 et 8.
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La dérivée de la fonction  est calculée de manière approchée par le program m e 
grâce à la fo rm u le :

,,, , f(x + h) — f(x — h) ,
f x =  -------- ----- — — avec h =  0,001.

2h

7000 CLS
7010 FR INT TAB ( 5 ) ;  "METHODE DE NEWTON": F'RINT : F'RINT

7020 F'RINT " 1 -  PROGRAMMATION DE L'EQUATION": F'RINT
7030 PR INT " 2 -  RESOLUTION": F'RINT : F'RINT
7040 INPUT "VOTRE CHOIX: " ; E
7050 IF  E = 1 THEN LIST 10000 -  10999: END
7060 INPUT " X0=" ; X: F'RINT
7070 INF'UT "PRECISION (1 A 8) : " ; E: E = 10 ( -  E ) : F'RI NT

7080 FDR I = 1 TO 200
7090 X = X + .0 0 1 : GOSUB 1 0 0 0 0 :Z = F
7100 X = X - . 002 :  GOSUB 1 0 0 0 0 :Z = (Z -  F) / . 002
7110 X = X + .0 0 1 : GOSUB 10000
7120 IF  Z = 0 THEN F'RINT "LA METHODE EST INADAPTEE": GOTO

7
f 180

7130 X = X - F /  Z
7140 IF  ABS (F /  Z) < E THEN 7170
7150 NEXT I
7160 F'RINT "LE CALCUL NECESSITE TROP D' ITERATIONS":  GOTO

7 180
7170 F’RINT "X = " ; X
7180 PR I NT
7190 INF'UT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAM M E?:1%
7200 IF  Z$ = "0 "  THEN 7000
7210 END
1000C F = 4 * SIN (X) -  X + 1
10010 RETURN

c. Exemples commentés

•  E x e m p le  1 :

10000 F=4#SI N( X) - X+1

METHODE DE NEWTON
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X0=-3

PRECISION (1 A S ) : S  

X = -2 .21008394

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:0 
METHODE DE NEWTON

X0=0

PRECISION (1 A S ) : S  

X= -.3 4 2 1 8 5 0 5 3

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:0

Selon la valeur in itia le x0, les racines détectées ne sont pas les mêmes.

La précision des valeurs obtenues est de 10 8 ; on pourra com parer ces valeurs 
aux résultats fourn is par la m éthode des d ichotom ies.

•  E x e m p le  2  :

10000 F=X+4*L0G( X) -5

METHODE DE NEWTON

X0=1

PRECISION (1 A S ) : 9  

X = 2 .07676139

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N

La racine obtenue est ici encore égale à 1 0~8 près à la valeur fournie par la 
m éthode des dichotom ies.
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•  E x e m p le  3  :

10000 F=X#X

METHODE DE NEWTON

X0=Q

PRECISION (1 A 8 ) :  1

LA METHODE EST INADAPTEE

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N

La fonction  f(x) =  x2 adm et O com m e racine double ; le program m e indique donc 
que la m éthode de N ew ton est inapplicable.

d. Quelle méthode utiliser?

La condition d 'app lica tion  de la m éthode de New ton est nettem ent moins 
contra ignante que celle de la m éthode des itérations : les fonctions usuelles sont 
bien plus souvent dérivables que lipschitziennes de rapport in férieur à 1.

La m éthode de N ew ton est très rapide; en général, quelques ité ra tions suffisent 
pour obten ir la racine avec la précision maximale.

Cependant notre préférence va à la m éthode d ichotom ique car cette dernière 
perm et la recherche sim ultanée de plusieurs racines, et possède une condition 
d 'app lica tion  très large (il su ffit que la fonction  soit continue) ; de plus le gain de 
tem ps apporté par la m éthode de New ton n'est pas vra im ent sensible dans la 
m ajorité des cas, le BASIC étant su ffisam m ent rapide dans ce genre 
d 'applications.

9. Résolution des systèmes de deux équations 
à deux inconnues

Le problèm e est le su ivan t; il fau t déterm iner une solution (a, |f) du systèm e:

f f(x,y) =  0 
lg (x ,y )  =  0
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a. Principe

Nous allons u tilise r ici une généralisation de la m éthode de N ew ton, appelée 
m éthode de linéarisation.

Nous allons donc form er, à partir d 'un po in t in itia l (x0,y0 ), deux suites (xn) et (yn) 
convergeant vers (a,(3).

La relation de dé fin ition  des suites est la relation de récurrence su ivante :

Xkt 1 = xk -

yk + 1 — Vk ~

f - g ’y - g - f 'y

~ A

g f ' x - f g ' x

où :

A =  f 'x- g 'y -  f'y-g'x

Les notations adoptées pour les dérivées partie lles sont les suivantes

f'x =

f y =

g'x = 

g'y =

Df
dx

?f

?y

dg
dx

M
dv

Le program m e s'arrête lorsque la quantité  |xn — xn_t| + j y n — y n._ 11 est in fé­
rieure à l'erreur maximale fixée ; (xn,yn) constitue alors une so lu tion approchée du 
système.

b. Programme

Les fonctions f et g do ivent être program m ées à partir de la ligne 1 1000  sous la 
form e :

11000 F X.X Y * Y A  + 1 
11010 G 2*X*Y • Y
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Il fau t ensuite in trodu ire  le point in itia l (x0,y0) ainsi que la précision désirée.

Le program m e calcule les valeurs approchées des d ifférentes dérivées partielles 
grâce aux form ules suivantes:

f  ,v =  f(x+h,y) — f(x—h,y)
' x ,V 2 h

f  iy = f(x,y+h) — f(x,y—h)
Ty\X,V) 2h

g' (x.y) =  É l ^ ' x - h f l 
ax Y 2h

g' <x,y) «(x y *h) fl(x'y h»y y' Y' 2h

3000 CLS
3010 PR INT "RESOLUTION D’UN SYSTEME NON LINEAIRE": PRI NT 

: PRINT
3020 PR INT "1- PROGRAMMATION DU SYSTEME"; PRINT
8030 PR INT "2- RESOLUTION": PRI NT : PR INT
3040 INPUT "VOTRE CHOIX :";E
8050 IF E = 1 THEN LIST 11000 - 11999: END
3060 INPUT "X0= " ; X
8070 INPUT "Y0="; Y
3030 INPUT "PRECISION (1 A 7):"

LU1» ■ i

I!LULU

8090 J = 0 : H = .001: PR INT
3100 X = X + H: GOSUB 11000:A = F: B = G
8110 X = X - 2 * H: GOSUB 11000: A = (A - F) / 2 / H

(B - G) / 2 / H
a 12 0 X = X + H: Y = Y + H
8130 GOSUB 11000:0 = F:D = G
8140 Y = Y - 2 * H: GOSUB 11000: C = (C - F) / 2 / H

(D - G) / 2 / H
315 ( J Y = Y + H: GOSUB 11000
o  1  ̂A  U i. u.' - J T = A * D - B * C
3170 IF T = 0 THEN PRINT "LA METHODE EST INADAPTEE": GOTO

3130

L
l.

Il

ü
_

*  D - G * C) /  T
819(0 Q -  (G *  A - F * B ) /  T
3200 X =  X - P; Y =  Y ■- Q:J = J  + 1

8210 IF J =  100 THEN PR INT "LE CALCUL NECESSITE TROP
EH ITERATIONS": GOTO S250

3220 IF ( ABS (P) + ABS (Q!1 ) E THEN 8100
3230 PR I NT "SOLUTION APPROCHEE ■ 11

8240 PR INT TABC 5) ; "  X =  "  ; X : PRI NT TABC 5 > ; ” Y- " ;  Y
8250 PR INT
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8260 IN F'U T "VOULEZ-VOUS REUTILISER L! 
8270 IF  Z$ = "0 "  THEN 8000 
8280 END
11000 F = H  X. -  V I  Y + X + 1 
11010 G -  2 * X * Y + Y 
11020 RETURN

c. Exemples commentés

•  E x e m p le  1 :

11000 F=X*X+Y*Y+2*(X+YX-23 

11010 G=X*X+Y*Y+X*Y-19

RESOLUTION D’ UN SYSTEME NON LINEAIRE

X0=2
Y0=2
PRECISION (1 A 7 ) :  7

SOLUTION APFROCHEE :
X=3
Y=2

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME:0 
RESOLUTION D’ UN SYSTEME NON LINEAIRE

X0=1 
Y 0 = -1
PRECISION (1 A 7 ) :  1

SOLUTION APPROCHEE :
X = 2 .000090S 
Y = -5 .00009144

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME:0 
RESOLUTION D’ UN SYSTEME NON LINEAIRE

PROGRAMME:Z$
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XO— 1 
YO=-l
PRECISION (1 A 7):7

SOLUTION APPROCHEE :
X=2
Y=-5

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME: O 
RESOLUTION D’UN SYSTEME NON LINEAIRE

XG=0 
Y 0=0
PRECISION (1 A 7): 1

LA METHODE EST INADAPTEE

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME: N

Selon le p o in t de dé p a rt (x0 ,y0 ), le p rog ram m e fo u rn it la racine (3 ,2) ou la racine 
( 2 , -5 ) .

Si l'on  c h o is it le p o in t (0 ,0 ), le p rog ram m e ind ique  que la m é thode  est inadap tée  : 
ceci est dû ici au fa it que to u te s  les dérivées son t nu lles  à l'o rig ine .

•  E x e m p le  2  :

11000 F=8*X-Y-3

11010 G=X#X+4#X#Y-5*Y#Y+12*X+92

RESOLUTION D’UN SYSTEME NON LINEAIRE

X0=0
Y0=0
PRECISION (1 A 7):7

SOLUTION APPROCHEE : 
X=-.163763066 
Y=-4.31010453
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VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME:O 
RESOLUTION D’UN SYSTEME NON LINEAIRE

XO=l 
YÛ= 1
PRECISION (1 A 7):7

SOLUTION APPROCHEE :
X = 1 
Y=5

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME:N

Les deux so lu tio n s  du sys tè m e : 

f 8x — y -3 — O
l x2 + 4xy - 5y2 + 1 2x + 92 = O

son t ici aussi trouvées de façon  exacte.

Le p rem ie r coup le  e s t:

, 47 1237 .
287 ' 287

C ette  m é thode  pe rm e t é g a lem en t de d é te rm in e r les zéros com p lexes d 'une  fo n c ­

tio n  com plexe.

C herchons par exem ple  les rac ines de l'é q u a tio n :

z2 + z + 1 0

Posons :

z x + iy

L 'é qua tion  d e v ien t en re m p la ça n t:

(x + iy)2 + (x + iy) + 1 — 0

so it :

(x2 — y2 + x + 1 ) + i (2xy + y) = 0
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C ette é q ua tion  est vé rifié e  si la pa rtie  rée lle  e t la pa rtie  im a g in a ire  so n t n u lle s ; x 

et y son t donc s o lu tio n s  du sys tè m e :

J x2 — y2 + x + 1 =  0 

t  2xy + y =  O

11000 F=X*X-Y*Y+X+1

11010 G=2*X*Y+Y

RESOLUTION D'UN SYSTEME NON LINEAIRE

X 0— 1 
Y 0=1
PRECISION (1 A 7):7

SOLUTION APPROCHEE :
X=- .5
Y=.866025404

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME:0 
RESOLUTION D'UN SYSTEME NON LINEAIRE

X0 = - 1  

Y 0 = -1
PRECISION (1 A 7):7

SOLUTION APPROCHEE :
X=- . 5
Y=-.866025404

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME:N

Le program m e trouve e ffectivem ent les deux racines de z2 + z + 1 =  0, à savoir :

1 + — i 
' 2 2 
■ 2 T 1 V 3
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Recherche 
3 d'extrémums

1. Introduction

N ous a llons  nous in té resser dans ce ch ap itre  à d iverses m é thodes  p e rm e tta n t la 

d é te rm in a tio n  de m a x im um s et de m in im u m s  de fo n c tio n s .

N ous d iv ise rons  no tre  é tude  en deux p a rtie s : l'une  sera consacrée  aux fo n c tio n s  

d 'u ne  va riab le , l'a u tre  aux fo n c tio n s  de deux variab les.

C om m e po u r la recherche de zéros de fo n c tio n s , deux types  de m é thodes 

e x is te n t :

-» les m é thodes  de d im in u tio n  et d 'a u g m e n ta tio n  sys té m a tiq u e s , qu i son t le 
pendan t de la m é thode  des d ich o tom ies ,

-» les m é thodes  fa isan t appel aux dérivées, p lus é laborées, qu i so n t le pendan t 
de la m é thode  de N ew ton .

Pour u tilise r les sep t p rog ram m es s im u lta n é m e n t, il fa u t re m p la ce r chaque 

in s tru c tio n  END par l'in s tru c tio n  GOTO 1 0 0  et a jo u te r le m e n u :
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100 CLS
110 PR INT TABC 5) ;"OPTIMISATION DE FONCTIONS": PRINT

: PRINT
120 PRINT ; PR INT "1- F(X): METHODE DE NEWTON"
130 PR INT : PR INT n o _ F(X): DIMINUTION SYSTEMATIQUE"
140 PRINT : PR INT 11 y , — F (X): AUGMENTAT I ON SYSTEMATI QUE"
150 PRINT : PR INT "4- PCX,Y): METHODE DE RELAXATION"
160 PRINT : PR I NT " 5 - F (X, Y) .-METHODE DU GRADIENT"
170 PR INT : PR INT " 6 - F (X,Y): DIMINUTION SYSTEMATIQUE"
180 PRINT :

n

PR INT n 7 _ F(X,Y): AUGMENTATION SYSTEMATIQUE

190 PRINT : PR INT "8- FIN"
200 PR INT : INRIJT "VOTRE CHOIX:";E
210 ON E GOTO 100C),2000,6000,3000,4000,5000,7000,8000
220 GOTO 100
8000 END

L 'ensem ble  nécessite  env iron  6 K oc te ts  de m ém oire .

2. Méthode de Newton

a. Principe

S o it f  une fo n c tio n  d 'u ne  variab le .

Nous savons que f  ad m e t un e x tré m u m  en u si la p rop rié té  f'(a) =  0  est vé rifiée .

Il s u ffit donc de d é te rm in e r un zéro de la dérivée  de f  : ce tte  recherche est e ffe c ­

tuée par la m é thode  de N ew ton .

C ondition d 'app lica tion

La fo n c tio n  f  d o it ê tre  deux fo is  dé rivab le  en a, et de p lus la va leu r de sa dérivée  

seconde en a ne d o it pas ê tre  nu lle . Dans le cas co n tra ire , a se ra it racine doub le  

de f , et nous avons vu que la m é th o d e  de N e w to n  é ta it in a pp licab le  dans le cas 

de rac ines m u ltip les .

b. Programme

La fo n c tio n  é tud iée  d o it ê tre  p rog ram m ée  à la ligne 1 0 0 0 0  sous la fo rm e :

10000 F = X*SIN(X)-COS(X)/X
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La recherche débu te  à p a rtir  d 'u n  p o in t x0 que l'on  in tro d u it dans le p rogram m e 

e t qu i d o it se rapp roche r le p lus poss ib le  de l'e x tré m u m  cherché.

Il fa u t éga lem en t cho is ir la p réc is ion  sous fo rm e  d 'un  nom bre  com pris  en tre  1 et

8.

Le ca lcu l de la dérivée seconde est e ffec tué  grâce à la fo rm u le :

. . . . , f(x + h) — 2f(x) + f(x — h)

Lorsque le p rog ram m e dé tec te  un e x trém um , il p récise s 'il s 'a g it d 'u n  m ax im um  

ou d 'u n  m in im u m  :

-> si f"(u ) <  0, il s 'a g it d 'un  m ax im um .

-* si f" (u ) >  0, il s 'a g it d 'un  m in im u m .

1000 CLS
1010 PR INT "F(X): METHODE DE NEWTON": PRINT : PRINT 
1020 PRINT "1- PROGRAMMATION DE LA FONCTION": PRINT 
1030 PRINT "2- RECHERCHE DES EXTREMA": PRINT : PRINT 
1040 INPUT "VOTRE CHOIX :";E : PRINT 
1050 IF E = 1 THEN LIST 10000 - 10999: END 
1060 INF'U T " XD=" ; X
1070 INF'UT "PRECISION (1 A 9) : ";E:E = 10 ( - E) : PRINT

1030 H = .001
1090 FOR K = 1 TO 100
1100 GOSLJB 10000: B = - 2 * F
1110 X = X + H: GOSUB 10000:A = F : B = B + F
1120 X = X - 2 * H: GOSUB 10000:A = A - F:B = B + F
1130 A “ A / 2 / H:B = B / H / H: X = X + H
1140 IF B = 0 THEN

GOTO 1230
PRINT "LA METHODE EST INADAPTEE":

1150 X = X - A / B
1160 
1170

IF AB S ( A / B .) 
GOSUB 10000

> E THEN 1210

1 ISO PRINT : PRINT "y - " - y: PR INT
1 1 90 IF B < 0 THEN PRINT "F (X)="; F; " 1 MAXIMUM)": GOTO

i27.0
1200 IF B > 0 THEN PR I NT "Fl A > — , i ? (MINIMUM)": GOTO

X

1210 NEXT K
1220 PRINT "LE CALCUL NECESSITE TROP D ’ITERATIONS"
1230 PRINT : INF'UT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMM 

[- 70 " ; 1$
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1240 IF Z$ = "G" THEN 1000 
1250 END
10000 F = X $ X * (45 + X * (2 - X) ) 
10010 RETURN

c. Exemples commentés 

•  E x e m p le  1 :

C O S  X
Nous avons cherché ici un extrém um  de la fonction  x sin x --------— au voisinage

du point 1.

10000 F= X * SIN(X)-C 0 S (X)/X

F (X): METHODE DE NEWTON

X0=1
PRECISION (1 A 8): 1 

X=2.12962472

F ( X)=2.0546204 (MAXIMUM)

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME":0 
F (X): METHODE DE NEWTON

X0 = 1
PRECISION (1 A 8);6

X=2.12962307

F ( X)= 2 .0 5 4 6 2 0 4  (MAX IMUM)

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:G 
F < X >: METHODE DE NEWTON
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X0=1
PRECISION i l  A S ) : S

LE CALCUL. NECESSITE TROP D? ITERATIONS

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N

Un prem ier calcul effectué avec une fa ible précision perm et la localisation de la 
rac ine; les deux suivants ont pour but d 'am élio rer cette précision.

Nous remarquons ici encore que le fa it de dem ander une précision trop forte 
peut em pêcher le program m e de fonctionner norm alem ent.

D 'autre part, à l'issue de la prem ière recherche, la valeur de a n 'est connue qu 'a ­
vec cinq décim ales exactes (a =  2 ,1 2 9 6 2 ) alors que f(a) est connue à 10 -7 près.

Ceci rappelle la mauvaise précision obtenue lors de la recherche de zéros 
m ultip les de fonctions et l'exp lica tion est identique : au voisinage d'un extrémum, 
la représentation graphique de la fonction  s 'a p la tit:

et à une petite variation de y0 correspond une grande varia tion  de x0.

L 'extrém um  de f sera donc en général connu avec une bonne précision, alors que 
la valeur a correspondante sera entachée d'une erreur plus im portante  : ceci sera 
valable pour tous les program m es de recherche d 'extrém um s.

•  E x e m p le  2  :

10000 F=X % X * ( 9 0+X * ( 4 -  2 % X ) )

F ( X) :  METHODE DE NEWTON

X0=1
PRECISION (1 A S ) : S
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51E-ÛS

F ( X)= 4 .4 4 4 4 6 1 6 E -14 «MINIMUM5

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:O 
F (X):METHODE DE NEWTON

X0=10
PRECISION (1 A S ) : 8

X= 5 .55234276

F ( X)= 1 5 5 8 .4 5 3 6 6  (MA XIMUM)

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?: O 
F ( X} :  METHODE DE NEWTON

XD=-10
PRECISION (1 A S ): 8

X= -4 .0 5 2 3 4 3 0 5  

F (X )= 672 .42 1342  (MAXIMUM)

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N

On peut vérifier que le polynôm e —2x4 + 4 x3 + 9 0 x2 est e ffectivem ent : 

-> m inim al pour:

x-| =  0

-> maximal pour:

x2 = 3 + 3 =  5,5523432

et pour:

x 3---- 3 \ / 4 1 = _ 4 0523432
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les valeurs correspondantes de f é tan t:

f(x1) =  0

f(x2) =  17 847 + 1o 1QZy 4 !  =  -| 558,45366 
1 6

f(x3) =  “  1 w 7 x  41 =  672,421 342
J 16

Ici encore, les m axim um s de f sont obtenus avec la précision m axim ale alors que 
les valeurs des x. correspondants ne sont pas exactes qu'à 10~ ‘ près.

3. Diminution et augmentation systématiques 
de la fonction

a. Introduction

La m éthode de New ton présente deux inconvénients:

-> elle ne s'applique ni aux fonctions dont la dérivée seconde s'annule au vo is i­
nage de l'extrém um  cherché, ni aux fonctions non dérivables,

-> il peut être gênant d 'ob ten ir tous les extrém um s alors qu 'on ne cherche que 
les m in im um s (ou les maximums).

Nous allons donc exam iner une m éthode dont le cham p d 'app lica tion  est plus 
vaste et qui ne cherche qu'une sorte d 'extrém um s.

Nous aurons deux programmes, l'un pour la recherche des m in im um s, l'autre 
pour la recherche des maximums.

b. Principe

Nous n ’expliquerons que la recherche des m inim um s.

On choisit au départ un point x0, le plus proche possible du po in t cherché, et un 
pas in itia l de découpage h.

On calcule la valeur de la fonction  aux points x0 + h et x0 — h ; si en l'un de ces 
deux po ints la fonction  est plus petite qu'en x0, on rem place x0 par ce point, et on 
recommence. Par exemple, si f(x0 + h) <  f(x0), on examine f(x0 + 2h).

Lorsqu'on se rapproche suffisam m ent du m in im um , les deux re la tions:

f(x + h) >  f (x) 

f(x — h) >  f(x)
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sont vérifiées: le pas de découpage est alors divisé par 2, et l'on poursuit 
l'encadrem ent.

Le calcul se term ine lorsque h est in férieur à une valeur fixée à l'avance, caracté­
risant la précision du résultat.

c. Programmes

La fonction  do it ici encore être défin ie à la ligne 10000  du program m e sous la 
form e :

10000 F X*X*{90 t-X*(4 2*X))

Il fau t égalem ent fourn ir au program m e le po in t de départ x0, qui do it se situer le 
plus près possible de l'extrém um , le pas in itia l h (que l'on do it choisir su ffisam ­
ment pe tit lors de la recherche d 'extrém um s relatifs) et la précision désirée, 
toujours sous la form e d'un nombre com pris entre 1 et 8.

Programme de recherche des m in im um s:

2000 CLS
2010 PR INT "F (X):DIMINUT I ON SYSTEMATI QUE": PR I NT : PR I NT

2020 PR INT "1- PROGRAMMATION DE LA FONCTION": PR INT
2030 PR INT "2- RECHERCHE DES MINIMA": PRINT : PR INT
2040 INPUT "VOTRE CHOIX: 11 ;E: PRINT
2050 IF E = 1 THEN LIST 10000 - 10999: END
2060 INPUT "X0="; X
2070 INPUT "H=" ; H
2080 INPUT "PRECISION (1 A 8) : " ; E: E = 10 "• ( - E) : PRINT

2090 FOR K = 1 TO 200
2100 G0SUB 10000:A = F
2110 X = X - H: GOSUB 10000
2120 IF A > F THEN 2130
2130 X = X + 2 * H: GOSUB 10000
2140 IF A > F THEN 2180
2150 X = X - H
2160 IF H < E THEN PRINT : PRINT "X=";X: PRINT : PRINT

!1F ( X ) = " ;A: GOTO 2200
2170 H = H / ji.
2180 NE X T K
2190 PR INT "LE CALCUL NECESSITE TROP D’ITERATIONS"
2200 PR INT : INPUT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMM

E9 ; Z$
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"0 " THEN 20002210 IF  Z$ =
2220 END
10000 F = X * X * (45 + X * (2 -  X )) 
10010 RETURN

Programme de recherche des m axim um s:

6000 CLS
6010 PR INT " F ( X ) : AUGMENTATION SYSTEMATIQUE": PRINT : PRINT

6020 PRINT " 1 -  PROGRAMMATION DE LA FONCTION": PRINT
6030 F'RINT " 2 -  RECHERCHE DES MAXIMA": PRINT : PRINT
6040 INPUT "VOTRE C H O IX :" ;E : PRINT
6050 IF  E = 1 THEN LIS T  10000 -  10999: END
6060 INPUT " X 0 = " ; X
6070 INPUT "H = " ; H
6080 I NF'UT "PRECISION (1 A 8 ) : " ; E:E = 10 A ( -  E ) : PRINT

6090 FOR K = 1 TO 200
6100 GOSUB 1 0 0 0 0 :A = F
6110 x = x - H: GOSUB 10000
6120 IF  A < F THEN 6180
6130 X = X + H + H: GOSUB 10000
6140 IF  A < F THEN 6180
6150 X = X - H
6160 IF  H < E THEN PRINT : PRINT " X = " ; X :  PRINT : PRINT

F ( X ) = " ; A: GOTO 6200
6170 H = H / O

6180 NE X T K
6190 PRINT "LE CALCUL NECESSITE TROP D’ ITERATIONS"
6200 PRINT : INPUT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE F'ROGRAMM

E:?: Z$
6210 IF  Z$ = "0 "  THEN 6000
6220 END
10000 F = X * X * (45 + X * (2 -  X ))
10010 RETURN

d. Exemples commentés 

•  E x e m p le  1 :

Le m in im um  du polynôm e x3 — 8x2 + 5x — 7 est obtenu en x =  5.
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10000 F=-7+.X * i 5+X * ( -S+X ) )

F ( X ) : DIMINUTION SYSTEMATIQUE

XQ=1
H=1
PRECISION (1 A 8>:1

X=5

F ( X) = - 57

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?: 0 
F ( X 5 : DIMINUTION SYSTEMATIQUE

X 0= 1
H=. 22
PRECISION (1 A S ) : 7

X = 5 .00001465 

F ( X ) = - 5 7

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:0 
F ( X) : DIMINUT I ON SYSTEMATIQUE

H=5
PRECISION f l  A S ) : 1

LE CALCUL NECESSITE TROP D’ ITERATIONS 

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?: N

Prem ier cas : La valeur exacte du m in im um  est trouvée car x0 + 4h =  5, et le 
program m e est tom bé juste dessus.
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Deuxièm e ca s : Avec une autre valeur de h, le program m e ne trouve cette fois 
qu'une valeur approchée.

Troisième cas:  Considérons la représentation graphique du po lynôm e:

Avec h •= 5, les deux prem iers points examinés par le program m e sont —4 et 6 ; 
on remarque grâce à la courbe que f (—4) <  f( 1 ).

Le program m e va donc ensuite exam iner les points —9, —14, —19, etc... et le 
processus diverge car lim f(x) =  —co.

X —* S

Il convient donc, lors de la recherche de m in im um s relatifs, de choisir un pas 
in itia l suffisam m ent petit pour éviter ce phénomène. Dans l'exemple, la valeur 
h 1 fou rn it le résultat attendu.

Recherchons m aintenant la valeur du m axim um :

10000 F = - 7+ X * ( 5+ X # ( ~8 + X ) >

F ( X ) : AUGMENTATION SYSTEMATIQUE

X0=0 
H= 1
PRECISION (1 A 8 ) :  S

X = .333328247 

F ( X) = - 6 . 18518519

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N
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Le program m e fou rn it le résu lta t a' =  0 ,3 3 3 3 2 8 2 4 7  alors que la valeur exacte 
1

est a =  — ; la précision est donc de 10 ^ 5. La valeur de f(a) est par contre exacte :

f(a) =
167
27

•  E x e m p le  2  :

10000 F = X # X # ( 9 0 + X * ( 4 - 2 * X ) )

F < X) :  AUGMENTATION SYSTEMATIQUE

Xü=2
H=1
PRECISION (1 A S ) : S

X =5 ,55236816 

F (X )= 1558 .45366

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?: 0 
F ( X) :  AUGMENTATION SYSTEMATIQUE

XD=--2
H=1
PRECISION (1 A 8 ) : S

X = -4 .05233765 

F ( X ) =672 . 421342

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N

Les deux m axim um s du polynôm e —2x4 + 4x3 + 9 0 x2 sont trouvés à 2 .10  5 
près; on pourra com parer ces résultats aux valeurs obtenues par la m éthode de 
Newton.
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4. Méthode de relaxation

Cette méthode, ainsi que la m éthode du gradient, sont deux extensions de la 
m éthode de N ew ton, et perm etten t la recherche des extrém um s locaux des fonc­
tions de deux variables f(x,y).

C ondition  d 'app lica tion  :

Les dérivées partie lles d ’ordre 1 et 2 de f do ivent exister, et les dérivées 
secondes ne do ivent pas s'annuler au voisinage de l'extrém um .

a. Principe

On notera :

f X

f 'v

f"x

f'v

^-d é rivé e  partielle de f par rapport à x 
dx

0f_
dy

dx2

d jf
dy2

dérivée partielle de f par rapport à y 

dérivée seconde de f par rapport à x 

dérivée seconde de f par rapport à y

La m éthode consiste, à partir d 'un point in itia l (x0,y0) qui do it se situer le plus 
près possible de l'extrém um  cherché, à calculer les suites (xn) et (yn) suivantes

__ fx(x0,V0>

. Xl ° f'xIXo.Voï 

y 1 = Vo
x2 = X,

[  Xn + 2 =  X n + 1

1 y,1+2 = yn+i

fx(xn.yn) 

f xixn.ynl

f  y l x n +  1 >yn+ 1 I

f y(xn+ 1 ,yn+1 }

Lorsque ces deux suites convergent, c 'est nécessairem ent vers un extrém um  de 
la fonction  f.
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Cette m éthode revient à op tim iser la fonction  d'abord en x, à y fixé, ensuite en y, 
à x fixé, et à ré itérer le processus jusqu'à approcher su ffisam m ent l'extrém um  
cherché.

b. Programme

La fo n c tio n  d o it ê tre  d é fin ie  à la ligne  1 1 0 0 0  du p rog ram m e sous la fo rm e :

11000 F = X*X + (Y—1)*Y

Le program m e demande ensuite le po in t de départ (x0,y0) ainsi que la précision 
souhaitée.

Les dérivées partie lles de f sont calculées grâce aux form ules approchées:

f'x(x.y) =
f(x + h,y) — f(x — h,y)

2h

f  __ f(_x'Y + h) — f(x,y — h)Tyt x , y j - -  2h

f  (x y) _ fjx + h,y) -  2f(x,y) + f(x -  h,y)

f.■ jx | _  f(x.y + h) -  2f(x,y) + f(x,y -  h) 
v ' h2

Lorsqu'il trouve un extrém um , le program m e précise s'il s 'ag it d 'un m axim um  ou 
d ’un m inim um .

3000 CLS
3010 FRI NT " F ( X , Y ) : METHODE DE RELAXATION": PRINT : PRINT

3020 PR INT " 1 -  PROGRAMMATION DE LA FONCTION": PRINT
3030 PR INT " 2 -  RECHERCHE DES EXTREMA": PRINT : PRINT
3040 INPUT "VOTRE CHOI X : " ; E :  PR INT
3050 IF  E = 1 THEN L IS T  11000 -  11999 : END
3060 INPUT X C

D II X

3070 INPUT " Y 0 = " ; Y
3080 INPUT "PRECISION (1 A S ) : " ; E:E = 10 ( -  E) :  PR INT

3090 H = .001
3100 FOR K = 1 TO 100
3110 G0SUB 1 1 0 0 0 :B = -  2 * F
3120

+XIIX

H: GOSUB 1 1 0 0 0 :A = F :B  -  B + F
3130 iXIIX

2 * H: GOSUB 1 1 0 0 0 :A = A - F: B = B + F
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3140 A = A / 2 / H : B = B / H / H : X = X + H
3150 IF  B = 0 THEN F'RINT "LA METHODE EST INADAPTEE": GOTO

3160 P = A /  B:X = X -  P
3170 GOSUB 1 1 0 0 0 :D = -  2 * F
3180 Y = Y + H: GOSUB 11000 :0  = F :D  = D + F
3190 Y = Y -  2 * H: GOSUB 11000 :0  = C - F : D = D + F
3200 0 = 0 / 2 /  H:D = D /  H /  H :Y = Y + H
3210 IF  D = 0 THEN F'RINT "LA METHODE EST INADAPTEE": GOTO

3320
3220 Q = C /  D : Y = Y -  G!
3230 IF  ( ABS (P) + ABS ( 0 ) )  > E THEN 3300
3240 X = X - . 01 : Y = Y -  .01 : GOSUB 1 1 0 0 0 :M = F
3250 X = X + . 0 1 : Y = Y + .01 : GOSUB 11000
3260 F'RINT : F'RINT " X = " ; X : F'RINT " Y=" ; Y: F'RINT
3270 i f  f ; M THEN F'RINT " F ( X, Y ) = " ;  F; " (MAXIMUM)"
32S0 IF  F < M THEN F'RINT " F ( X , Y ) = " ;  F ; " (MINIMUM)"
3290 GOTO 3320
3300 NEXT K
3310 F'RINT "LE CALCUL NECESSITE TROP D 'ITERATIONS"
3320 F'RINT : INF'UT "VOULEZ- VOUS REUTILISER LE F'ROGRAMM

E?: " ; Z$
3330 IF  Z$ = "0 "  THEN 3000
3340 END
1100 C F = X * X * (45 + X * (2 -  X )) + Y * Y * (45 + Y

(2 -  Y) ) 
11010 RETURN

c. Exemples commentés 

•  E x e m p le  1 :

11000 F = ( X * X - 4 * X - 1 ) / < X#Y- Y* Y+ 16 - 2 * ABS( X>>+ ( Y / ( 2 * X - 5> )

F ( X , Y ) : METHODE DE RELAXATION

X0=1
Y0=-2
PRECISION (1 A S ) : 1
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X = l . 10504354 
¥=--1 .97761219

F(X,  Y ) =.  163059598 (MINIMUM)

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:0 
F ( X , Y ) : METHODE DE RELAXATION

X0=1
Y0=-2
PRECISION (1 A 8 ) : 7

X = l . 11488821 
Y = -1 .97135164

F ( X , Y ) = . 163028363 (MINIMUM)

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N

Un m in im um  re la tif de la fon c tio n :

x2 — 4x — 1 y
xy — y2 + 1 6 — 2 |x| 2x — 5

est trouvé vers (1,11 ; —1,97).

Ici encore la précision est m eilleure pour la valeur de la fonction  que pour les 
valeurs de x et y puisque, avec la précision m inim ale, quatre chiffres s ign ifica tifs  
sont obtenus pour f(x,y), contre deux pour x et y.

•  E x e m p le  2  :

11000 F = X * X * ( 9 0 + X # ( 4 - 2 * X ) ) + Y * Y * ( 9 0 + Y * ( 4 - 2 # Y ) )

F ( X , Y ) : METHODE DE RELAXATION

X0=1 
Y 0=1
PRECISION (1 A 8 ) : 5
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X = -2 . 22225935E-0B 
Y --2 .2 2 2 2 5 9 3 5 E -0 S

F ( X ,Y )= 8 .8 8 9 1 B 594E -14 (MINIMUM)

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:O 
F ( X, Y ) : METHODE DE RELAXATION

xo=io
Y0=10
PRECISION (1 A 8) :5

X=5 .5523 4305  
Y = 5 .55234323

F ( X, Y ) =3116 . 9 0732  (MAX IMUM)

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:0 
F ( X , Y ) : METHODE DE RELAXATION

X0=-10
Y0=-10
PRECISION (1 A S ) : 5

X = -4 .05234293 
Y =-4 .0523428S

F ( X , Y ) =1344 . 84268  (MAXIMUM)

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:0 
F ( X , Y ) : METHODE DE RELAXATION

X0=10
Y0=-10
PRECISION (1 A 8 ) : 5

X = 5 .55234354 
Y = -4 .05234244

F ( X , Y ) =2230 . 875  (MAXIMUM)

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N
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La fonction  f(x,y) =  (—2 x4 + 4 x3 + 9 0 x2) + (—2 y 4 + 4 y 3 + 9 0 y 2) possède la pa rti­
cularité de s’écrire éga lem ent:

f(x,y) = g(x) + h(y)

La recherche des extrém um s d 'une te lle  fonction  peut être effectuée en calcu lant 
indépendam m ent les extrém um s de g et ceux de h.

Dans l'exemple, nous avons en plus la relation g =  h, et nous connaissons les 
extrém um s de cette fonction , déjà étudiée dans le second paragraphe: ils sont 
obtenus pour les valeurs:

a =  5,5523432 

P =  -4 ,0 5 2 3 4 3 2

y = 0

La fonction  f  aura donc cinq extrém um s locaux, aux po in ts :

(0,0); (a,a); (a,p) ; (p,a); (p,p)

Les couples (0,a) ; (a,0) ; ((3,0) ; (0,p) ne conviennent pas car les extrém um s ob te ­
nus en 0 et en a ou P sont de natures d ifférentes ; 0  correspond à un m in im um  de 
la fonction , a et p à des m aximums.

Selon le po in t de départ, le program m e trouve l'un ou l'autre de ces extrém um s.

On peut égalem ent vérifie r que les valeurs de f(x,y) sont trouvées avec la préci­
sion maximale.

5. Méthode du gradient

a. Principe

Avec la m éthode de relaxation, la fonction  est optim isée a lte rnativem ent dans la 
d irection de l'axe Ox puis dans celle de l'axe Oy.

Avec la m éthode du gradient, la fonction  est systém atiquem ent optim isée dans 
la d irection du gradient de la fonction.

A partir d 'un po in t de départ (x0,y0) on form e la suite :

Xn + 1 =*n + M'xfWn)
Y n + 1 Y n H f Y(xn'Yn)

avec :

______________ f'x2(xn.yn) + f'v2(xn.yn)______________
f x (xn,yn).f x(xn,yn) + 2f x(xn,yn)-f y(xn,yn).f x>3xn,yn)+fy (xn,yn).f y(xn,yn)
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La nota tion  f "  = -------- représente la dérivée m ixte de f  par rapport à x et y.
Dx dy

Si cette suite (xn,yn) converge, elle converge vers un extrém um  de la fonction.

b. Programme

L 'u tilisa tion  est identique à celle du program m e utilisan t la m éthode de 
relaxation.

La dérivée m ixte est calculée par la fo rm ule  approchée:

f (x + h,y + h) + f (x -  h,y -  h) -  f(x — h,y + h) — f(x + h,y — h)
f " xv(x'V) 4h2

4000 CLS
4010 PR INT " F ( X , Y ) : METHODE DU GRADIENT": PRINT : PRINT

4020 PR INT " 1 -  PROGRAMMATION DE LA FONCTION": PR INT
4030 PR INT " 2 -  RECHERCHE DES EXTREMA": PRINT : PR INT
4040 IN P U T "VOTRE CHOIX: " ; E : PRINT
4050 IF  E = 1 ÏHEN LIST 11000 -  11999: END
4060 INF1 U T " X 0 = " ; X
4070 INFUT " YG=" ; Y
40S0 INPUT "PRECISION (1 A 9 ) : " ;E : E = 10 A ( - E ): PRINT

4090 H = . 30 1
4100 FOR = 1 TÜ 100
4110 G03IJB 11000: B = - 2 * F:D = - 2 * F
4120 X = X + H: GGSUB 11000:A = F:B = B + F
4130 X = X - 2 f H: GOSUB 11000:A = A - F: B
4140 A = A / 2 / H: B = B / H / H: X = X + H
4150 Y = Y + H: GOSUB 11000.-C = F: D = D + F
4160 Y = V - 2 * H: GOSUB 11000:C = C - F: D
4170 r = C / 2 / H: D = D / H / H
4130 X = X - H: GOSUB 11000:L = F
4190 x - A + 2 * H: GOSUB 11000:L = L - F
4200 Y = Y + 2 * H: GOSUB 11000:L = L + F
4210 X = V - 2 * H: GOSUB 11000 :L = L - F
4220 y = X •X. H: Y = Y - H
4 9 T Ci M = A * A f B + 2 * A * C * L  + C * 0
4240 IF M = 0 T HE N PRINT "LA METHODE EST

4360
4250 M = » f A + C * 0) / M
4260 X = V - M * A: Y = Y - M * C

= B

= D + F

GOTO
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4270 IF ABS (M) t ( ABS (A) + ABS (O) E THEN 4340

4280 X = X + .01:Y = Y + .01 : GOSUB 11000: N - F
4290 X = X - .01:Y = Y - .01 : GOSUB 11000
4300 PRINT : PRINT "X=" ; X: PRINT "Y="; Y: PRINT
4310 IF F > N THEN PRINT "F ( X, Y ) = " ; F ; " (MAXIMUM)"
4320 IF F < N THEN PRINT "F (X, Y)="; F; " (MINIMUM)"
4330 GOTO 4360
4340 NEXT K
4350 PRINT "LE CALCUL NECESSITE TROP D 7ITERATIONS"
4360 PRINT : INPUT "VOULEZ- VOUS REUTILISER LE PROGRAMM

E , n , T <t: u ?
4370 IF Z$ = "0" THEN 4000
4380 END
11000 F = X * X * (45 + X Y (2 - X) ) + Y * Y K (45 + Y

(2 - Y) ) 
11010 RETURN

c. Exemples commentés

•  E x e m p le  1 :

Reprenons l'étude de la fonction  :

x2 — 4x — 1 y
----------------------------- ----------------------------------------------- .—  + --------------------------------;
xy — y2 + 1 6 — 21 x | 2x — 5

11000F=(X*X-4*X-1)/(X*Y-Y*Y+16-2*ABS(X))+(Y/(2*X-5))

F (X,Y): METHODE DU GRADIENT

X0=1
Y0=-2
PRECISION (1 A 9):2

X=1.11815993 
Y=-1.9697479

F ( X, Y ) = .1 6303 1856  (MINIMUM)



VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:O 
F ( X , Y ) : METHODE DU GRADIENT

XO=l
Y0=-2
PRECISION (1 A 8 ) : 5

X = l . 11488373 
Y = -1 .97135385

F ( X, Y )= .1 6 3 0 2 8 3 6 3  (MINIMUM) 

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N

Nous retrouvons la même valeur de f, mais les valeurs de x et y ne coïncident 
qu'à 10 5 près: ceci reste tou te fo is  conform e aux remarques précédentes sur la 
précision.

•  E x e m p le  2  :

11000 F=X#X* ( 90+X#( 4 - 2 * X) ) + Y # Y * ( 9 0 + Y * ( 4 - 2 * Y ) )

F ( X, Y ) :  METHODE DU GRADIENT

X0=10
Y0=10
PRECISION (1 A 8 ) : 5

X=5.,55234225
Y—5, 55234332

F ( X, Y) =311b . 90732 (MAX IMUM)

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:0 
F ( X, Y ) : METHODE DU GRADIENT

X0=-3 
Y 0=3
PRECISION (1 A 8 ) : 5

76



X= 5 .55234345  
Y = -4 .05234325

F ( X, Y ) =2 2 3 0 . 8 7 5  (MA XIMUM)

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N

De la même manière qu'avec la m éthode de la relaxation, un m axim um  d iffé rent 
est obtenu selon le po in t de départ choisi.

6. Diminution et augmentation systématiques de la fonction

a. Principe

De même que pour les fonctions d 'une variable, il peut être utile, voire ind ispen­
sable, de ne pouvoir e ffectuer que la recherche des m in im um s (ou des m axi­
mums) d'une fonction  de deux variables.

Examinons le cas d 'un m inim um .

On fixe au départ un po in t (x0,y0) et un pas in itia l de découpage h.

On examine alors les valeurs prises par la fonction  aux d iffé rents po in ts :

(x0 + h,y0 + h) ; (x0 + h,y0 -  h) ; (x0 -  h,y0 + h) ; (x0 -  h,y0 -  h)

Si en l'un de ces points, la fonction  est plus petite qu'en (x0,y0), on remplace 
(x0,y0) par ce po in t et on recommence.

Lorsque les quatre valeurs de la fonction  sont supérieures, le pas h est divisé par 
2, et l'encadrem ent se poursu it jusqu'à ce que h soit in férieur à une valeur fixée à 
l'avance caractérisant la précision.

b. Programme

La fonction  do it ici encore être définie à la ligne 1 1000  du program m e sous la 
form e :

11000 F = COS(X*X-SIN(Y)/Y + 3)

Il faut ensuite introduire  au program m e le point de départ (x0,y0), le pas in itia l h 
ainsi que la précision.
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Programme de recherche des m in im um s:

5000
5010

CLS
PRINT " F ( X , Y ) : DIMINUT ION SYSTEMATIQUE": PRINT : PRINT

5020 PRINT " 1 -  PROGRAMMATION DE LA FONCTION" : PRINT
5030 PRINT " 2 -  RECHERCHE DES M IN IM A ": PRINT : PRINT
5040 INPUT "VOTRE CHOI X : " ; E :  PRINT
5050 IF  E = 1 THEN LIST 11000 -  11999: END
5060 IN PU T " X 0 = " ; X
5070 INF'UT " Y 0 = " ; Y
5080 INPUT " H = " ; H
5090 INF'UT "PRECISION (1 A 8) : " ; E: E = 10 ( -  E ) :  PRINT

5100 FOR K = 1 TO 200
5110 GOSUB 1 1 0 0 0 :A = F
5120 X = X - H: Y = Y -  H: GOSUB 11000
5130 IF  A > F THEN 5230
5140 X = X + 2 * H: GOSUB 11000
5150 IF  A > F THEN 5230
5160 Y = Y + 2 * H: GOSUB 11000
5170 IF  A > F THEN 5230
5180 X = X - 2 1 H: GOSUB 11000
5190 IF  A > F THEN 5230
5200 X = X + H: Y = Y -  H
5210 IF  H < E THEN PRINT : PRINT " X = " ; X :  PRINT " Y= " ; Y

: PRINT : PRINT " F ( X, Y) = " ;  A: GOTO 5250
5220 H =  H /

O

5230 NEXT K
5240 PRINT "LE CALCUL NECESSITE TROP D’ ITERATIONS"
CT CT
U  j-U 'J PRINT : INF'UT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE F'ROGRAMM

crn
i_ : : Z$

5260 IF  Z$ =  "0 "  THEN 5000
5270 END
11000

XII

L
L * X * (45 + X *  ( 2 - X ) ) +  Y *  Y * (45 +  Y *

(2 -  Y) > 
11010 RETURN
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Programme de recherche des m axim um s:

7000 P} e

7010 PR INT " F ( X, Y ) :  AUGMENTAT I ON SYSTEMATIQUE":: F'RINT :
PR INT

7020 FRI NT " 1 -  PROGRAMMATION DE LA FONCTION": F'RINT
7030 PR INT " 2 -  RECHERCHE DES MAXIMA":  F'RINT : F'RINT
7040 INPUT "VOTRE CHOIX: " ; E: F'RINT
7050 IF  E =̂ 1 THEN LIST 11000 -  11999: END
7060 INPUT " X 0 = " ; X
7070 INPUT " Y0 = " ; Y
70S0 INPUT "H = " ; H
7090 INPUT "PRECISION (1 A S ) : " ; E : E = 10 ( •- E ) :  FRI NT

7100 FOR K = 1 TO 200
7110 GOSUB 1 1 0 0 0 :A = F
7120 X = X -  H:Y = Y -  H: GOSUB 11000
7130 IF  A < F THEN 7230
7140 X = X + H + H: GOSUB 11000
7150 IF  A < F THEN 7230
7160 Y = Y + H + H: GOSUB 11000
7170 IF  A < F THEN 7230
7180 X = X -  H -  H: GOSUB 11000
7190 IF  A < F THEN 7230
7200 X -  X + H: Y = Y -  H
7210 IF  H < E THEN F'RINT■ : F'RINT " X= " ; X: F'RINT " Y= " ; Y

F'RINT : F'RINT "F (X , Y) = " ; A: GOTO 7250
7220 H = H /  2
7230 NEXT K
7240 F'RINT "LE CALCUL NECESSITE TROP D’ ITERATIONS"
7250 F'RINT : INF'UT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMM

E'? : " ; Z$
7260 IF  Z$ = "0 "  THEN 7000
7270 END
11000 F = X * X * (45 + X * (2 -

*>+X

(45 + Y
(2 -  Y) ) 

11010 RETURN

79



c. Exemples commentés

•  E x e m p le  1 :

Considérons la fonction  :

f(x,y) = cos(x2 — —- y + 3)
y

11000 F=C0S (XIX.-SIN (Y) / Y+3)
F (X, Y) : DIMIMUT IGM SYSTEMATIQUE

X0=2 
Y0=2 
H=. 23
PRECISION (1 A 8 ) : 2

X =.957812501 
Y - 1„1378125

F (X,Y)=-.999987095

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:0 
F ( X, Y> : DIMI  NUTlON SYSTEMATI QUE

XQ=2 
YG=2 
H=. 23 
PRECISION A S) :8

X=.96133606 
Y=1.18288513

F ( X , Y ) = - l

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:0 
F (X , Y): DIMINUTION SYSTEMATIQUE

X0=2
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Y0=2 
H=. 22
PRECISION (1 A S ) : S

X=1 .05108887  
Y=.47282207

F(X,  Y ) =—1

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?: N

Cette fonction  possède une in fin ité  de m in im um s correspondant tous à la valeur 
(—1). Les valeurs in itia les x0, y0 et h in fluent alors énorm ém ent sur le m in im um  
obtenu: dans l'exemple, à (x0,y0) fixé, les deux valeurs h =  0 ,23  et h =  0,22 
conduisent à des m in im um s différents.

•  E x e m p le  2  :

Reprenons un des problèm es du chapitre précédent, à savoir la déterm ination  
d'une racine du système

| f(x,y) = 0 
l g(x,y) = 0

Posons :

h(x,y) = f2(x,y) + g2(x,y)

La fonction  h est tou jours pos itive ; 0  en est donc un m inim um .

On peut donc chercher les m in im um s de h, et ceux qui correspondront à une 
valeur nulle de la fonction  seront racines du système in itia l.

Considérons l'équation complexe z2 + z + 1 =  0, qui peut être résolue en 
étud iant le systèm e:

[x2 — y2 + x + 1 = 0  
t 2xy + y = 0

M inim isons alors la fo n c tio n :

h(x,y) = (x2 — y2 + x + 1 )2 + (2xy + y)2

11000 F=(X*X-Y*Y+X + l ) " " -2+(2*X*Y+Y)"  2 

F ( X, Y ) : DIMINUTION SYSTEMATIQUE
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X0=5
Y0=5
H=2
PRECISION (1 A 8 ) : 7

X = - . 5
Y = - .866025448 

F ( X, Y)= 5 .8 3 2 1 4 0 3 2 E -15

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:0 
F ( X, Y) : DIMINUTION SYSTEMATIQUE

X0=-3 
Y0=3 
H= 1
PRECISION (1 A S ) : 7

X = - . 5
Y=.866025443

F < X, Y )= 5 .8 3 2 1 4 0 3 2 E -15

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N

Les deux racines (— — , ——— ) et (— — , — -——) sont trouvées. (Du fa it des 
2 2 2 2

erreurs numériques, la valeur de f, de l'ordre de 10 14, peut être considérée 
com m e nulle.)

•  E x e m p le  3  :

Cherchons m aintenant les m axim um s de la fonction  :

f(x,y) = cos(x2 _  s'n Y + 3) :
Y

11000 F=COS(X*X-SIN(Y) /Y+3)

F ( X, Y ) :  AUGMENTATION SYSTEMATIQUE

82



X 0 2  
Y0=2 
H=. 23 
PRECISION (1 A S) : 8

X=1 .96854767  
Y=1 .6792508

F ( X , Y ) = 1

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:0 
F ( X, Y) :  AUGMENTATION SYSTEMATIQUE

X0=2 
Y0=2 
H=. 3
PRECISION (1 A S ) : S

X=1.92490845  
Y -2 .0 7 4 7 2 5 3 4

F ( X, Y ) = 1

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N

La fonction  possède une in fin ité  de m axim um s correspondant à la valeur 1. Ici 
encore, le choix de x0, y 0 et h conditionne le résultat.

7. Conclusion sur les méthodes d'optimisation

La recherche d 'extrém um s des fonctions de deux variables constitue un problème 
délicat.

Les d ifficu ltés proviennent plus souvent de la fonction  elle-m êm e que des 
méthodes de résolution : les fonctions ont fréquem m ent des branches asym pto­
tiques vers l'in fin i qui fon t d iverger la méthode, ou encore une in fin ité  
d 'extrémums.

Pour ces raisons, il est préférable de connaître un ordre de grandeur de l'extré- 
mum cherché, de manière à pouvoir écarter les résultats erronés.

83



Représentations 
4 graphiques

1. Introduction

Nous allons m aintenant nous tourner vers les possib ilités graphiques des m icro­
ordinateurs, et u tiliser l'écran pour afficher en haute-résolution les représenta­
tions de plusieurs types de fonctions.

La p lupart des m icro-ord inateurs possède un mode graphique haute-résolution 
ainsi que de puissantes instructions BASIC perm ettant de l'u tilise r facilem ent.

Nous pourrons donc tracer les courbes d 'équation y =  f(x), les courbes d 'équa­
tions paramétrées et les courbes d 'équation polaire.

Nous verrons ensuite un program m e de représentation de surfaces en perspec­
tive cavalière, qui nous perm ettra de mieux appréhender les fonctions de deux 
variables.

Nous nous intéresserons enfin à titre  d 'app lica tion  à la s im ula tion  du jeu Spiro­
graphe, qui perm et à l'a ide de roues dentées de dessiner toutes sortes de rosaces.
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Il est ce tte  fo is  ind ispensab le  d 'in tro d u ire  le m enu su iva n t avec le p re m ie r 

p ro g ra m m e ; en e ffe t la présence de so u s-p rog ram m es en tre  les lignes 5 0 0  et 

9 0 0  em pêche un fo n c tio n n e m e n t au to n o m e  des p ro g ra m m e s :

100 TEXT : CLS
110 PRINT TAB( 5 ) ; "REPRESENTATIONS GRAPHIQUES": PRINT

120 PRINT 
130 PRINT

II

PRINT " 1 -  COURBE Y=F(X>"
PRINT " 2 -  COURBE PARAMETREE X=F(T) Y=G(T>

140 
150 
160 
170 
130 
190 
200 
6000

PRINT : PRINT " 3 -  COURBE POLAIRE R = F (T )"
PRINT ; PRINT " 4 -  SURFACE Z =F (X ,Y )
PRINT : PRINT " 5 -  SIMULATION DU SPIROGRAPH" 
PRINT : PRINT " 6 -  F IN "
PRINT : INPUT "VOTRE C H O IX :" ; E 
ON E GOTO 1 0 0 0 ,2 0 0 0 ,3 0 0 0 ,4 0 0 0 ,5 0 0 0 ,6 0 0 0  
GOTO ISO 

END

L 'ensem ble  nécess ite  env iron  8 K oc te ts  de m ém oire .

2. Courbes d 'éq u a tio n  y = f(x)

a. Programme

La m éthode  u tilisée  est très  s im p le ; l'axe ho rizon ta l é ta n t ce lu i des abscisses x, 

on associe à chaque x la va le u r f(x) e t on trace  un se gm en t de d ro ite  en tre  le 
p o in t (x,f(x)) e t le p o in t p récédent.

Il fa u t d é fin ir la fo n c tio n  à rep résen te r à p a rtir  de la ligne  5 0 0 , sous la fo rm e : 

500 Y-1
510 IF X < >  0 THEN Y=SIN(X)/X 
599 RETU K N

Après avo ir lancé le p rog ram m e, il fa u t in tro d u ire  les bornes du dom a ine  de 

dé fin ition .

Il est poss ib le  de ch o is ir l'é ch e lle  sur l'axe ve rtica l en in tro d u is a n t les va leurs  
m in im a le  e t m ax im a le  dés irées ; dans le cas d 'une  réponse néga tive , le 

p rog ram m e ca lcu le  les ex tré m u m s de la fo n c tio n , et rep résen te  la fo n c tio n  en 
u tilisa n t to u te  la hau teu r de l'écran .
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Les deux poss ib ilité s  p résen ten t des avan tages : le fa it de ch o is ir l'é ch e lle  pe rm e t 

par exem ple  de cen tre r les axes sur l'écran  et de m a in te n ir une éche lle  constan te , 

ce qu i au to rise  une com para ison  d irec te  en tre  d iffé re n te s  fo n c tio n s . L 'éche lle  

a u to m a tiq u e  p e rm e t de trace r la courbe  sans en conna ître  les ex trém um s, et 

u tilise  to u t l'écran  pour le tracé.

Il est é g a lem en t possib le  de rep résen te r des axes gradués. Les va leurs  des 

g ra d u a tio n s  son t des pu issances en tiè res  de 10  (par exem p le  0,01 ; 1 ; 10...) ; la 

va leu r est ca lcu lée  par le p rog ram m e de façon  à o p tim is e r la lis ib ilité . Il fa u t donc 

a vo ir un o rdre  de g randeur des va leurs  prises par la fo n c tio n  pou r savo ir exacte ­

m en t la longueu r com prise  en tre  deux g radua tions .

Le p rog ram m e u tilis a n t la h a u te -ré so lu tio n  g raph ique  de l'o rd in a te u r, vo ic i la 
s ig n ifica tio n  des com m andes  g raph iques em p lo yé e s :

MIRES: place l'o rd ina teur en mode haute-résolution.

TEXT : place l'o rd ina teur en mode texte. (Certains ordinateurs ne distinguent pas 
mode texte et mode haute-résolution.)

I INE(A,B)-(C,D) : trace un segment de dro ite  entre les points de coordonnées 
(A,B) et (C,D).

Ces in s tru c tio n s  (ou leur équ iva len t) son t p résentes sur la p lu p a rt des m ic ro ­

o rd in a te u rs ; il ne devra it donc pas se p résen te r de d iff ic u lté s  d 'a d a p ta tio n .

Les va leurs  C et L dé fin ies  à la ligne  10 du p rog ram m e d é fin isse n t la réso lu tion  

de l'o rd in a te u r (C nom bre  de co lonnes, L nom bre  de lignes) ; il fa u t donc adap te r 

ces va leu rs  à chaque m achine. Sur A pp le  II par exem ple , la ré so lu tio n  est de 
2 8 0  x 1 6 0 ; on p rog ram m era  d o n c :

10 C 279: L 159

10 c = 2 7 9 :L = 159
500 Y = 1
510 IF  X < > 0 THEN Y = S IN (X) / X
599 RETURN
1000 TEXT : CLS
1010 PR INT T AB( 5 ) ; "COURBE Y=F(X) " :  F'RINT
1020 PR INT " 1 -  PROGRAMMATION DE LA FONCTION
1030 PR INT " 2 -  TRACE DE LA COURBE": F'RINT :
1040 INF'UT "VOTRE CHOIX " ; E
1050 IF  E = 1 THEN LIST 500 -  599: END
1060 PR INT : F'RINT
1070 INF'UT "X M IN :" ; XN
1080 INF'UT "X M A X : X M
1090 IF  XM = XN THEN 1070
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1100 PRINT : FRI NT ; INF'UT "VOULEZ-VOUS CHOISIR L ? ECHE 
L L E ? :" ; Z$

1110 IF  Z i  < > "0 "  THEN 1150
1120 PRINT : PRINT 
1130 INPUT "Y MIN 11 ; YN 
1140 INF'UT "Y MAX " ; YM
1150 PRINT : INF'UT "VOULEZ-VOUS LES A X E S :";Y $
1160 IF  Z$ = "0 "  GOTO 1260
1170 X = XN
1180 GOSUB 500
1190 YM = Y: YN = Y
1200 IN = (XM -  XN) /  100
1210 X = X + IN
1220 GOSUB 500
1230 IF  Y > YM THEN YM = Y
1240 IF  Y < YN THEN YN = Y
1250 IF  X < XM THEN 1210
1260 TEXT : HIRES
1270 IF  Y$ = "0 "  THEN GOSUB 10000
12S0 I = 2
1290 GOSUB 1400
1300 XF' = 2 : YP = Y Y
1310 FOR I = 3 TO C -  2
1320 GOSUB 1400
1330 IF  YP > L OR YP < 0 OR YY > L OR YY < 0 THEN 1350

1340 LINE (XP, YP) -  (XF' + 1, YY)
1350 XF' = I : YP = Y Y 
1360 NEXT I
1370 INF’UT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?: " ; Z$ 
1330 IF  Z$ = "0 "  THEN 1000 
1390 GOTO 100
1400 X = XN + ( 1 - 2 )  * (XM -  XN) /  (C -  4)
1410 GOSUB 500
1420 YY = INT ((Y  -  YM) * (L -  4) /  (YN -  YM) + 0 .5 )  +

O

1430 RETLIRN

Le sous-p rog ram m e 1 0 0 0 0  se charge de rep résen te r les axes et les g radua tion s  ; 

il est co m m u n  aux tro is  p rog ram m es de tracé  de courbes, il su ffira  donc de 

l'in tro d u ire  en m êm e te m p s  que le p rem ie r p ro g ra m m e :
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4) ) + 2 : YA10000 XA = INT (XN /  (XN -  XM) * (C 
(YM /  (YM -  YN) * (L -  4 ) )  + 2

IN'

10010 IF  XA > = 0 AND XA < -  P THEN L IN E ( XA ,0) - (XA
? L)

10020 IF  YA > = 0 AND YA < = L THEN L IN E ( 0 , YA) - (G,
YA)

10030 PX = 10 •"- ( INT ( LDG ( (XM -  XN) /  4) /  LOG (10)
) )

10040 P Y = 10 " ( INT ( LOG ( (YM -  YN) /  4) /  L.ÜG (10)
) )

10050 HX = PX /  (XM -  XN) * (C -  4) 
10060 HY = PY /  (YM -  YN) * (L -  4) 
10070 X = XA;Y = YA
10080 IF  YA < 0 OR YA > L THEN 10200
10090 DG = -  2 + (2 -  YA + ABS (2 -  Y A )) /  2
10100 LG = 2 -  (YA -  L + 2 + ABS (YA -  L + 2 ) )  /  2 -  D

G
10110 IF  XA > C THEN 10160
1012.0 X = X + HX
10130 IF  X < 0 THEN 10120
10140 IF  X < = C THEN L IN E (X ,Y  + DG) -  ( X, Y + DG + LG

) :  GOTO 10120 
10150 X = XA
10160 IF  XA < 0 THEN 10200
10170 X = X -  HX
10180 IF  X > C THEN 10170
10190 IF  X > = 0 THEN L IN E (X ,Y  + DG) -  (X ,Y  + DG + LG

) :  GOTO 10170
10200 IF  XA < 0 DR XA > C THEN RETURN 
10210 DG = - 2 + (2 -  XA + ABS (2 -  X A )) /  2
10220 LG = 2 -  ( X A - C + 2 +  ABS (XA -  C + 2 ) )  /  2 -  D 

G
10230 X = XA
10240 IF  YA > L THEN 10290
10250 Y = Y + HY
10260 IF  Y < 0 THEN 10250
10270 IF  Y < = L THEN LINELX + DG, Y) -  (X + DG + LG, Y

) :  GOTO 10250 
10280 Y = YA
10290 IF  YA < 0 THEN RETURN
10300 Y -  Y -  HY
10310 IF  Y > L. THEN 10300
10320 IF  Y > = 0 THEN LIN E(X  + DG, Y) -  (X + DG + LG, Y

) ;  GOTO 10300 
10330 RETURN
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b. Exemples

•  E x e m p le  1 :

R eprésentons la courbe  d 'é q u a tio n :

5x
y -  --------, (cubique serpentine)

1 + x

pour :

x 6  | — 10 ; 101

Le tracé  fa it appara ître  deux ex tré m u m s de la fo n c tio n  s itués  a p p ro x im a tiv e m e n t 

aux po in ts  (—1 2 ,5 ) qu i co rrespond  au m in im u m , e t (1 ;2 ,5 ) qui co rrespond  au
m axim um .

Le ca lcu l des zéros de la dérivée  de f  co n firm e  ce résu lta t.

•  E x e m p le  2  :

C onsidérons l'é q u a tio n  de la gausienne.

—y =  e

et traçons la courbe p o u r: 

x 6  [—3 ,3 1
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C ette courbe  d é c ro it très  rap idem en t de pa rt et d 'a u tre  de l'axe Oy et v ie n t se 

co n fond re  avec l'axe Ox.

•  E x e m p le  3  :

R eprésentons la courbe d 'é q u a tio n  

sin x
y x

pour :

x € | 20,20|.

Les g ra d u a tio n s  va len t dix un ités  sur l'axe des abscisses, un d ix ièm e  d 'u n ité  sur 

l'axe des ordonnées.
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3. Courbes d'équations paramétrées

a. Principe

Les courbes pa ram étrées  so n t dé fin ies  par deux équa tions  d o n n a n t les co o r­
données x e t y d 'u n  p o in t de la courbe en fo n c tio n  d 'un  pa ram ètre  t que l'on  fa it 

varie r :

f x = f(t)

1 y =  g(t)

On rem arque que les courbes d 'é q u a tio n  y =  f(x) son t un cas p a rtic u lie r de 

courbes p a ra m é tré e s ; en e ffe t, si l'on  pose x =  t, il v ie n t:

, * = >

l  y =  g(t) =  g(x)

La rep résen ta tion  est p lus dé lica te  que ce lle  d 'une  courbe y =  f(x) ; pou r ce lle -c i, il 

su ffisa it en e ffe t de ca lcu le r des p o in ts  co rrespondan ts  à des va leurs  é q u id is ­
tan tes  de x pou r o b te n ir  une exce llen te  rep résen ta tion .

Dans le cas de courbes param étrées, il n 'es t pas possib le  de p rocéder de la 
m êm e m anière  avec le pa ram ètre  t ;  si on fixe un in c ré m e n t A t cons tan t, il pourra  

a rriver q u ’en tre  deux va leurs  de t séparées de A t, les po in ts  so ien t très  é lo ignés, 
ou a lors c o n fo n d u s ; la seule so lu tio n  pour o b te n ir un tracé  précis  co n s is te ra it 

a lors à cho is ir un in c ré m e n t A t très fa ib le ; le tracé se ra it cependan t très  lent.

Nous avons donc déc idé  d 'u tilis e r  un in c ré m e n t variab le . Nous fixons  au dépa rt 

une va leu r de l'in c ré m e n t, nous ca lcu lons  deux po in ts  consécu tifs  et la d is tance  
les sé p a ra n t; si ce lle -c i est supérieu re  à une va leu r fixée, nous d iv isons  l'in c ré ­
m en t par 2 ;  si au co n tra ire  la d is tance  est p lus fa ib le  qu 'une  au tre  va leu r fixée, 

nous m u ltip lio n s  le pas par 2.

Cette so lu tion  p e rm e t donc de trace r des segm en ts  de longueur à peu près cons ­

tan te , ce qu i o p tim ise  f in a le m e n t le te m p s  de ca lcu l e t la p réc is ion  du tracé.

b. Programme

Il fau t d é fin ir les deux fo n c tio n s  d o n n a n t X et Y en fo n c tio n  de T à pa rtir  de la 

ligne 8 0 0  du p rog ram m e sous la fo rm e :

800 X COS(T) 
810 Y - SI N (T) 
899 RETURN
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Il fau t ensuite introduire les valeurs extrêmes prises par le paramètre.

Il est ici encore possible de fixer les échelles cette fo is sur les deux axes, ou de 
laisser le program m e calculer les extrém um s des deux fonctions X et Y et tracer 
la courbe sur tou t l'écran.

10 C = 2 7 9 :L = 159
700 IF  PN = 1 THEN 800
300 U = C0S (T ) :  V = SIN (T)
810 X = U * U * U:Y = V * V * V 
899 RETURN 
2000 TEXT : CLS
2010 PRINT TAB( 5 ) ; "COURBE PARAMETREE X=F(T> Y = G (T )"

: PRINT : PRINT
2020 PRINT " 1 -  PROGRAMMATION DES FONCTIONS": PRINT
2030 PRINT " 2 -  TRACE DE LA COURBE": PRINT
2040 INPUT "VOTRE C H O IX :" ; E
2050 IF  E = 1 THEN LIST  800 -  899 : END
2060 PRINT : FR INT
2070 INPUT "T MIN " ; A
2030 INPUT "T MAX " ;  B
2090 IF  fl -  E THEN 2070
2100 PN = 1
2110 GOSUB 11000
2120 INPUT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:" ; Z$
2130 IF  Z$ = "0 "  THEN 2000 
2140 GOTO 100

Le sous-program m e 11 0 0 0  constitue en fa it la partie active du programme 
puisque c'est lui qui trace la courbe; il est com m un aux program m es de courbes 
paramétrées et polaires, il ne sera donc pas nécessaire de l'in trodu ire  deux fois.

1 1000 PRINT : INPUT " VOULEZ- VOUS CHOISIR L ?ECHELLE
%

11010 IF Z$ < > "0 " THEN 11030
11020 PRINT : PRINT
11030 INPUT "X MIN " ; XN
11040 INPUT "X MAX " ; XM
11050 INPUT " Y MIN " ; YN
11060 INPUT " Y MAX " : YM
11070 IF XN - XM OR YN = YM THEN 11030
11030 PRINT : INPUT "VOULEZ- VOUS LES AXES:" ; Y$
1 i 090 IF Z$ = "G" THEN 11220
11100 T = A : F 2 -  0
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i l  110 GOSUB 700
11120 XM - : X : X N = X
11130 YM = Y: YM = y

11140 H = (B -  f i > /  100
11150 y ™ T + H
11160 GOS;UB 700
11170 IF X > XM THEN XM = y

11 ISO IF X < XM THEN XN - X
11190 IF Y > YM THEN YM = Y
11200 IF Y : YN THEN Y N = Y
11210 IF T < B THEN 1115 0
11220 TEXT : H1RES
11230 IF Y$ = " 0 " THEN GOSUB 100 00
11240 T  ~ A : F2 = 0
11250 GOSUB 700
11260 XP = INT ( ( X - XN) ; (XM - XN) * (C -  4 ) ) + O

11270 YP = INT ( (Y - YM) / (YN - YM ) % (L -  4) ) + ■“>

11280 IM = (B - A) / 100
11290 T = T + IN
11300 GOSUB 700
11310 IF F l = 1 THEN F l = 0: GOTO 11 260
11320 XX = INT ( ( X - XN) / (XM - XN) * (C -  4 ) ) +
11330 Y Y = INT ( (Y - YM) / (YN - YM ) * (L -  4) ) + O

11340 r, -U  — (XX - XP) * (XX _ XP) + (YY -- YP) * (YY - YP)

11350 KK = KK + 1 . TC
i  o AI K K = 10 THEN T = T + IN /  2 : KK =

11360 IF D > 15 THEN T = T -  IN : IN = IN / 2: GOTO 1143
0

11370 IF D < 2 THEN T = T -  IN : IN = IN *  2 : GOTO 11430

11330 IF XP > C OR XP < o OR YP > L OR Y P Y 0 THEN 1.14
1 '

11390 IF XX > C OR XX < o OR YY >
! DR Y Y < 0 THEN 114

11400 LINE (XP,YP ) -  ( XX, YY )
1141 Ci K K =: 0
11420 XP = XX: Y P -  Y Y
11430 IF T + IN < B THEN i 1290
11440 RETURN
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c. Exemples

•  E x e m p le  1 :

Soit le cercle d 'équations :

{ x = cos t 

y =  sin t

Le cercle est entièrem ent obtenu avec t G [0,2rc].

•  E x e m p le  2  :
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La trochoïde adm et les équations param étrées:

r x = 2t — 3 sin t 

l  y =  2 — 3 cos t{
Nous avons choisi cette fo is l'échelle :

=  - 1 7

Vmax ®
et t G I—9 ,91 

•  E x e m p le  3  :

La tra jecto ire  d 'un po in t appartenant à la circonférence d'une roue en m ouve­
ment est appelée cyclo ïde; ses équations sont:

r x =  t — sin t 

1 y =  1 — cost

Nous avons choisi :

x = — 7h y = 7 RA mm '  A max '

•  E x e m p le  4  :

Les équations de l'hypocycloïde à quatre points de rebroussem ent son t:

l x  = cos31 

1 y =  sin31

y  min ^

et t 6  | -9 ,9 |
V m ax  ^
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Représentons-la pour t G [ 0 ,2 TT |

•  E x e m p le  5  :

Soit la courbe d 'équations:

J x (1 + cos2 t) sin t 

1 y sin2 t cos t

Traçons-la pour:

t E  [ 0 ,2tt |
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•  E x e m p le  6  :

Nous allons m aintenant représenter le Folium de Descartes dont les équations 
sont :

3t
x  -  1 +  t 3

3 t2

pour :

t £  |-1 0 ,3 0 |

Les deux fonctions ne sont pas définies au po in t de param ètre t =  —1 ; on a en 
effet :

lim x(t) =  +oo
t -  1

lim x(t) = —co
t -* 1 •

lim y(t) =  —oo
t -> i

lim y (t) = +co 
t -» - 1 +

Le program m e tel que nous l'avons utilisé jusqu'à présent ne perm etta it que le 
tracé de courbes continues.

Nous avons cependant prévu un moyen de contourner ies points de d iscontinu ité  
(qui correspondent le plus souvent à des points où la fonction n'est pas définie).

Programmons alors:

80ef IF T > 1.2 AND F2 0 THEN T 0.8 : Fl 1 :F2 1
810 X 3*17(1 ( T*T*T)
820 Y 3*T*T/(1 t T*T*T)
899 RETURN

Nous avons in trodu it deux drapeaux F1 et F2.

Le fa it de placer le drapeau F1 à 1 provoque une in terruption  du tracé : en effet, 
le program m e procède hab itue llem ent en traçant un segm ent de droite entre le 
point courant et le po in t précédent. Le fa it de placer F1 à 1 redéfin it le point de 
départ après avoir changé la valeur du paramètre, ce qui réalise le saut recherché.

Le drapeau F2 empêche sim plem ent que le même changem ent de paramètre 
soit effectué plusieurs fo is ; en effet, dès que T devient supérieur à —1.2 pour la 
première fois, le test est pos itif et le saut de paramètre est effectué (T -  —0.8), le 
program m e est prévenu du saut par F1 =  1, et le fa it de placer F2 à 1 empêchera 
le test d 'ê tre  pos itif à l'ité ra tion  suivante, pour laquelle T sera tou jours supérieur 
à -  1,2.
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Il est parfa item ent possible de représenter des courbes possédant plusieurs 
d iscon tinu ités ; le program m e s 'écrira it alors par exem ple:

800 IF T > 0 AND F2=0 THEN T=1 :F1 =1 :F2=1 
810 IF T > 10 AND F2 1 THEN T-11 : Fl 1 :F2=2

4. Courbes d'équation polaire

a. Principe

Une courbe polaire est une courbe dont l'équation est défin ie à partir des coor­
données polaires des points qui la constituen t:
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Les coordonnées polaires sont a lors:

-* la distance r du po in t M à l'o rig ine 0,

-> l'angle 0 défin i par les deux dem i-d ro ite  Ox et |0 M ).

Les form ules de passage des coordonnées polaires aux coordonnées rectangu­
laires sont :

[x  =  r cos0 

l y  =  r sin 0

Une équation polaire sera du type : 

r =  f(0)

b. Programme

Pour représenter les courbes polaires, le program m e utilise les fo rm u les :

x =  r cos 0 

y = r sin 0

et se ramène au tracé d 'une courbe d 'équations paramétrées.

Pour ce tte  ra ison, il n 'e s t pas nécessaire  de ré in tro d u ire  le sous- 
programme 1 1000.

L'u tilisation est donc identique à celle du program m e précédent, seule d iffère la 
défin ition de la fonction  qui do it être effectuée à partir de la ligne 9 0 0 :

900 R 1
910 IF T < >  0 THEN R SIN(T)/T 
999 RETURN

10 c = 2 7 9 :L -  159
700 IF  P N = 1 THEN 300
710 BOSUB 900
720 :>< II zr\ -*• C0S (T)
730 Y = R * SIN (T)
740 RETURN
900 R = 1
910 IF  T < > 0 THEN R = SIN (T) /  T
999 RETURN
3000 TEXT : CLS
3010 PR INT 

: PRINT
TAB( 5 ) ; "COURBE POLAIRE R -F(TH ETA)" :  PRINT

3020 PR INT " 1 -  PROGRAMMATION DE LA FONCTION": PRINT
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3030 PRINT " 2 -  TRACE DE LA COURBE": PRINT : PRINT
3040 INF'UT "VOTRE CHOIX " ; E
3050 IF  E = 1 THEN LIST  900 -  999 : END
3060 PRINT : PRINT
3070 INPUT "TMIN " ;A
3080 INF'UT "TMAX " ; B
3090 IF  A = B THEN 3070
3100 PN = 2
3110 GOSLJB 11000
3120 INF'UT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?: I t
3130 IF  Z$ = "0 "  THEN 3000 
3140 GOTO 100

c. Exemples 

•  E x e m p le  1 :

Représentons la cochléoïde d ’équation :

r =  sl"-° avec 0 €  |-3 0 ;3 0 ]
0

Lorsque 101 augmente, la courbe tend vers le po in t O en e ffectuan t des boucles 
de plus en plus serrées.
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•  E x e m p le  2  :

La spirale d 'A rch im ède possède une équation très s im ple :

r =  e

Représentons-la pour 0 G [0 ,4 0 1.

•  E x e m p le  3  :

L'équation r =  g est celle de la spirale hyperbolique. 

Nous choisirons cette fo is l'éche lle :

* m i n  0 , 6  X max =  0 , 6

y m in  =  - 0 , 6  y m ax =  0 , 6
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La courbe s'enroule autour du po in t 0 tou t en s'en rapprochant: en effet 
lim  r(0) =  0, on d it alors que le po in t orig ine est po in t asym ptote de la spirale.
0 -*  +oo

•  E x e m p le  4  :

Le lim açon de Pascal a pour équation :

r = 1 + 2 cos0

Nous le tracerons pour 0 G [0,2rc|.

•  E x e m p le  5  :

La courbe d 'équa tion : 

r — 2 cos 20 — cos 0

est appelée scarabée; représentons-la pour 0 G [0,27t
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•  E x e m p le  6  :

Nous term inerons par la rosace à quatre branches: 

r =  sin 20 avec 0 £  10,2rc |.

5. Représentation de surfaces

a. Principe

Nous nous intéressons m ain tenant aux fonctions de deux variables.

La représentation des fonctions d'une variable s 'effectue dans un espace à deux 
d im ensions; une pour la fonction , une pour la variable. Il est donc logique que les 
fonctions de deux variables nécessitent tro is  d im ensions; tou jours une pour la 
fonction, mais deux pour les variables. La représentation graphique est cette fois 
une surface.

Nous avons choisi de représenter ces surfaces en perspective cavalière, le choix 
des axes étant le su ivant:
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La fuyante (axe des x) est à 45 ° et le coeffic ien t de réduction adopté est 0,5.

La m éthode consiste alors à choisir deux valeurs x et y, à calculer f(x,y), et à 
placer le point M de coordonnées (x, y, z =  f(x,y)) dans le repère (0, x, y, z) ; il ne 
reste plus ensuite qu'à e ffectuer la pro jection nécessitée par la perspective 
cavalière.

b. Programme

Le program m e procède par quadrillage de la surface de dé fin ition  (0, x, y ); pour 
chaque po in t ainsi obtenu, des segm ents de droite sont tracés, le reliant aux 
points précédem m ent placés.

Plus le quadrillage effectué est serré, m eilleure est la d é fin itio n ; cependant la 
représentation peut devenir confuse. Nous avons donc laissé la possibilité de 
choisir la résolution du tracé, en fixant ce que nous avons appelé pas de 
représentation.

La résolution prise par défaut est de 1 2 pas sur l'axe Ox et de 16 pas sur l'axe Oy. 
La résolution maximale est 30  x 30  ; il est cependant possible de l'augm enter en 
redim ensionnant les tableaux X% et Y% à la ligne 20.

Pour u tiliser le program m e, il faut bien sûr com m encer par défin ir la fonc tion : 
ceci se fa it à partir de la ligne 4 9 0 0  du program m e, sous la fo rm e :

4900 R SQR(X*X ■ V*V)
4910 Z 1
4920 IF R «c > 0 THEN Z SIN(R)/R 
4930 RETURN

Il fau t ensuite introduire  le domaine de défin ition  de la fonction  sous la form e des 
quatre bornes X min, X max, Ymin, Ymax et fixer égalem ent l'échelle sur l'axe Oz

^ m i n ' ^ m a x ^ *

Enfin, on peut éventuellem ent choisir la résolution.
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10 0 = 279:1L = 159
20 DIM X'/. ( 30) , YV. (30)
4000 TEXT : CLS
4010 F'RINT TAB( 5 ) ; "SURFACE Z=F ( X, Y) " : F'RINT : F'RINT

4020 PR INT " 1 -  PROGRAMMATION DE LA FONCTION": F'RINT
4030 PR INT " 2 -  TRACE DE LA SURFACE" : F'RINT : F'RINT
4040 INPUT "VOTRE CHOIX " ; E
4050 IF  E =̂ 1 THEN LIST 4900 -  4999 : END
4060 F'RINT : F'RINT
4070 INF'UT "X MIN " ; XN
4080 INF'UT "X MAX " ; XM
4090 INF'UT "Y MIN " ; YN
4100 INF'UT "Y MAX " ;  YM
4110 INF'UT "Z MIN " ; ZN
4120 INF'UT "Z MAX " ; ZM
4130 IF  XN = XM OR YN = YM OR ZN = ZM GOTO 4070
4140 K = 2 * 5QR (2)
4150 C l = INT (C /  (1 + SQR (2) / 4) )
4160 C2 = INT (C l /  K)
4170 LX = XM -  XN
4180 LY = YM -  YN
4190 L2 = ZM -  ZN
4200 XI = C -  Cl
4210 Y1 = ZM /  LZ * (L -  C2)
4220 MX = 1 2 :MY = 16
4230 PRINT : PRINT : INPUT "VOULEZ-VOUS CHOISIR LA RES

OLUTION " ; Z$
4240 IF  Z$ > "0 " GOTO 4290
4250 F'RINT : F'RINT
4260 INF'UT "PAS SUR L ’ AXE DES X " ; MX
4270 INF'UT "F'AS SUR L ’ AXE DES Y " ; MY
4230 IF  MX > 30 OR MY > 30 THEN 4260
4290 TEXT : MIRES
4300 X = XN: Y = Y N
4310 GOSUB 4900
4320 XX = XI
4330 Y Y = INT (Y1 - (L -  C2) * Z /  L
4340 IF  Y Y < 0 OR YY > L THEN Y Y _

4350 XV. (0) = XX: Y’/. (0 ) = YY
4360 XP = XX : Y F' = YY
4370 FOR RY = 1 TO MY
4380 Y = YN + R V # L Y / MY
4390 GOSUB ■4 R ü U
4400 X Â — INT (X I + RY /  MY 1 Cl + o
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4410 YY = INT (Y1 - ( L - 02) * 1 / LZ + 0. 5)
4420 IF YY < 0 OR Y Y L THEN YY = 2 % L
4430 IF YP < 0 OR YP > ii_ OR YV1 0 OR YY > L GOTO

4440 LINE(XP,YP) - (XX, y y ;
4450 XP = XX :YP = Yy
4460 X7.(RY) = XX : Y 7.(RY) = YY
4470 NEXT
4 4 S0 FOR RX = 1 TO MX
4490 X = XN + RX % LX / MX: Y = YN
4500 GOSUB 4900
4510 XX = I N I  (XI - R X / K / MX % Cl + 0. 5)
4520 YY = INT «Y1 + R X / K / MX * Cl - ( L - C2) *

L2 + 0.5)
4530 IF YY < 0 OR Y Y > L. THEN Y Y = 2 * L

4540 K X = X V. (0) :K Y = YV. ( 0 )
4550 XV. (0) = XX: Y 7 ( 0 ) = Y Y
4560 XP = XX : Y F' = y y
4570 IF K Y < 0 OR K Y > L OR YY < 0 OR YY > L GOTO 4590

4580 LINE(KX , KY) - ( X X,YY)
4590 FOR RY — 1 ~  J. T0 MY
4600 Y = Y N + R V1 * L.Y / MY
4610 GOSUB 4900
4620 XX = INT <XI + (R Y / MY - RX / K / MX) * Cl + 0.5

4630 YY = INT <Y1 + RX / K / MX * Cl - (L -■ C2) # 7  ! i- f
L.2 + 0.5 )

4640 IF Y Y < 0 OR Y Y > L THEN YY =
O

*  L
4650 KX =  X7.(RY) : KY - Y VA RY)
4660 IF Y F < 0 OR YP > L OR YY < 0 OR Y Y > L GOTO 4700

4670 LINE(XP ,YP) - ( X X V V '| n i i -

4680 IF K Y <' 0 OR K Y > L GOTO 4700
4690 LINE(KX , K Y ) - ! y  y , YY)
4700 X%(RY) =  XX : Y1% (RY ) = Y Y
4710 XP =  XX : YP = Y Y
4720 NEXT RY
4730 NEXT F)X
4740 IN PUT " VOULE 2-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:11 ; Z$
4750 IF 2$ — h pi 11 GOTO 400 Q

4760 GOTO 10 0
4900 R = SDR (X * X + Y $ Y)
4 9 1 0  2  =  1

4920 IF R < > 0 THEN Z = SIN (R) / R
4930 RETLJRN
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c. Exemples commentés

Les quatre prem ières surfaces que nous représenterons posséderont la sym étrie 
de révolution autour de l'axe Oz ; elles s 'appuieront de plus sur des courbes géné­
ratrices que nous avons déjà rencontrées.

•  E x e m p le  1 :

Posons :

r = \/x2 + y2

Représentons alors la gaussienne de révolution dont l'équation est:

z  =  e  ’ 2

Nous la program m erons ainsi :

4900 R = SQR (X * X + Y * Y) 
4910 Z = EXP ( -  R I  R)
4920 RETURN

et nous la tracerons avec :
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Les représentations présentent donc l'aspect d 'un grillage qui aurait été déformé 
pour épouser la form e de la surface.

•  E x e m p le  2  :

Soit l'équation :

1
z = — 

r

Traçons la surface pour:

X — _  1 
' ' m i n  1

Ymin= -  1
Zmin = - 1 0

résolution 30 x 30

y _  i 
' 'm a x  1

Y =  1' max '

•  E x e m p le  3  :

Soit l'équation :

sin (r)z -------
r

On ob tien t avec :

V

/ 'rn in - 1 0 y
' 'm a x

Y1 min = - 1 0 Y1 max

^ m in 0,22 ^  max

résolution 30 x 30
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•  E x e m p le  4  :

Pour te rm iner avec les surfaces de révolution, traçons la représentation de la 
fonction défin ie par:

4900 R = SQR (X * X + Y 1 Y)
4910 IF  R < 1 THEN Z -  R * R
4920 IF  R > = 1 THEN Z = EXP
4930 RETURN

y
/Nmin - 2 y

A max 2

Y' mm - 2 Y1 max 2

^ m i n  “ 0 ^ max 2

résolution 24 x 30

( < 1 R)
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•  E x e m p le  5  :

Nous allons représenter des intersections de plans, puis une intersection plans- 
cylindre.

Pour toutes ces surfaces, nous avons pris:

X m i n  — 0 X m a x  =  1

X m i n  — 0 Y  max =  1

Z  min — 0 Z m a x  =  1

résolution 24 x 30

-> in tersection de deux plans

4900 Z = 1 -  Y
4910 IF  Y < X THEN Z = 1 -  X
4920 RETURN
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-> intersection de quatre p lans:

4900 Z = 1 - Y
4910 IF  Y < X THEN Z = 1 -
4920 IF  Z > cr

n ■_> THEN Z = .5
4930 R = X + Y
4940
4950

IF  R > 
RETLIRN

1. 2 THEN Z = 0

-> intersection de tro is  plans et d'un cy lindre :

4900 Z = 1 -  Y
4910 IF  Y < X THEN Z = 1 -  X
4920 IF  Z > .5  THEN Z = .5
4930 R = SQR ( (1 -  X) * (1 -  X) + (1 -  Y) * (1 -  Y ))
4940 IF  R < .5  THEN Z = 0
4950 RETIJRN
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•  E x e m p le  6  :

Soit la fonction  :

z - sin x . sin y

X m i n

Y min

Z  m i n

0 X m a x =  3 , 1 4

0 Y  max =  3 , 1 4

0 Z m a x =  1 , 5

résolution 20 x 26

X m i n 3 , 1 4 X m a x m  3 , 1 4

Y  min 3 , 1 4 Y  max -  3 , 1 4

Z m in 2 , 5 Z m a x -  2 , 5

résolution 24 ■ 30

X  min 0 X m a x m 9 , 4 2

Y  min 0 Y  max -  9 , 4 2

Z m in 2 , 5 Z m a x =  2 , 5

résolution 24 ■ 30



•  E x e m p le  7 :

Pour fin ir, traçons la courbe d 'équa tion :

2  sin r

X m i n  —  — 4 X m a x =  4

Y  min =  — 4 Y  max =  4

Z m a x  =  — 4 Z m a x = 5
résolution 20 x 26

6. Simulation du spirographe

a. Principe

Le spirographe est un jeu consistant à faire tourner une roue dentée à l'in té rieu r 
d'une autre de d iam ètre supérieur.

On place un crayon dans un des trous pratiqués dans la petite  roue, et on obtien t 
diverses courbes hypocycloïdales, en fa isant varier le nom bre de dents des roues 
et la position du crayon.

b. Equations des courbes

Nous représenterons par M la position du stylo, par 0  le centre de la grande roue 
et par O le centre de la petite roue, selon la figure su ivante :
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Le stylo est à la distance d du centre de la petite roue, nous pouvons écrire:

d k r 
10

Ainsi, lorsque k varie entre 0 et 10, le po in t M passe du centre du cercle à un 
po in t de la circonférence.

Plus k est proche de 10, plus les courbes sont anguleuses; inversem ent, si k se 
rapproche de 0, les courbes s'arrondissent.

On a a lors:

O M  -  O U  +  S I M

soit :

f x — (R — r) cos 0 + d cos (0 + o) 

l  y — (R — r) sin 0 + d sin (0 + <p)

Puisque la petite  roue tourne à l'in té rieu r de la grande, on a la relation 
supplém enta ire :

rip = —R0

En é lim inant cp, on ob tien t:

x = (R — r) cos0 + —  cos (( 1 — — ) 0]
10 r

y = (R — r) sin 0 + —  sin [( 1 — — ) 0]
10 r

Nous allons p lu tô t u tiliser les nombres de dents des roues, soient N et n respecti­
vem ent pour la grande et la petite roue. Nous choisissons de plus le facteur 
d 'échelle R =  1.
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Les équations sont donc fina lem en t:

/1 nX =  ( 1 ------ ) cos0 + k
n

cos [(1 — — ) 01
N 10.N n

ny = ( 1 ------ ) sin 0 + k
n

sin [(1 — — ) 0]
N 1 O.N n

c. Programme

Nous pouvons bien sûr u tiliser le program m e de tracé de courbes paramétrées 
pour tracer nos rosaces.

Cependant, nous avons écrit un program m e particu lie r qui présente plusieurs 
avantages :

-> la période, qui est égale à est calculée au tom atiquem ent.

-> nous pouvons superposer plusieurs courbes correspondant à d ifférentes 
valeurs de k, ce qui perm et d 'ob ten ir des figures complexes.

De plus, les axes ne sont plus représentés, le pas n 'est plus variable car l’évo lu ­
tion des courbes est régulière, et l'échelle est fixée une fo is pour toutes.

Cependant, pour ob ten ir des figures bien rondes, il convient d 'a juster selon l'o rd i­
nateur la valeur du param ètre XM à la ligne 5 0 0 0  du programme.

10 C = 2 7 9 :L = 159
5000

ilx:X

7 : IN = . 1
5010 TEXT : CLS
5020 PR INT TAB( 5) ; "SIMULATION DU SPIROGR'APH

PR INT
5030 INF’UT "GRANDE ROUE: " ; N 2
5040 INF'UT "PETITE ROUE: " ; N1
5050 R = NI /  N2: R1 = 1 -■ R : R2 = 1 -- 1 /  R
5060 TEXT : H IRES
5070 INF'UT "K = " ;K
5080 IF  K > 10 G R K) X 0 THEN 50'70
5090 K = K * R /  10
5100 A = N2: B = NI
5110 D = A - B * INT (A /  B)
5120 IF  D < > 0 THEN A = B : B = D: GOTO 5110
5130 B = NI /  B * 6. T

5140 T = 0
5150 XP = INT ( ( ( 1  -  R + K) + XM) * C /  2 /  XM)

PR INT
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5160 YP = INT (L /  2)
5170 T = T + IN : T2 = R2 # T
5180 X = RI * CÜS (T) + K * COS (T2>
5190 Y = RI * SIN (T) + K * SIN (T2)
5200 XX = INT <<X + XM) * C /  2 /  XM)
5210 YY = INT ((1  -  Y) /  2 * L)
5220 L IN E ( XP,YP) -  (XX,YY)
5230 XP = XX : YP = YY
5240 IF  T < B THEN 5170
5250 INF'UT "AUTRE VALEUR DE K ? : " ; Z $
5260 IF  Z$ = "0 "  THEN 5070
5270 INF'UT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:Z ï  
5280 IF  Z$ = "0 "  THEN 5010 
5290 GOTO 100

d. Exemples commentés

Nous donnons ici quelques rosaces ainsi que les valeurs des param ètres ayant 
perm is de les obtenir.

N 96 

K 8

n -  80 N = 96 n = 72

K = 3 K = 9 à 4

1 1 6
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N 105 n = 56

K = 8

N =  105 n =  60

K =  8

N 105 n = 30

K 8, 6, 4

N =  96 n = 32

K = 8, 6, 4, 2
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Dérivées - 
développements 

5 limités

1. Introduction

Ce chap itre  c o m p o rte  deux p a rtie s :

-> une p rem iè re  pa rtie  avec deux p ro g ram m es s 'in té resse  au ca lcu l des dérivées 
successives e t du d é ve lo p p e m e n t lim ité  d 'une  fo n c tio n  f  donnée jusqu 'à  

l'o rd re  5, en un p o in t q ue lconqu e  x0 du dom a ine  de d é fin it io n  de f.

-> une deux ièm e pa rtie  p e rm e t avec tro is  p ro g ram m es le ca lcu l des déve lo p p e ­
m en ts  lim ité s  des fo n c tio n s  f.g , f/g  e t g o f à p a rtir  des d é ve lo p p e m e n ts  lim ité s  

des fo n c tio n s  f  e t g.

Pour u tilise r les c inq  p rog ram m es s im u lta n é m e n t, il fa u t rem p lace r chaque

in s tru c tio n  END par l'in s tru c tio n  GOTO 1 0 0  et a jo u te r le m e n u :

100 CLS
110 FRTNT "DERIVEES -  DEVELOPPEMENTS L IM IT E S ": PRINT
120 PRINT : PR INT " 1 -  CALCUL DE DERIVEE N-IEME"
130 PRINT : PRINT " 2 -  DEVELOPPEMENT L IM ITE  EN X0"
140 PRINT : PRINT " 3 -  DEVELOPPEMENT L IM ITE  DE F .G "
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150 PRINT : PRINT " 4 - DEVELOPPEMENT LIM ITE  DE F /G "
160 PRINT : PRINT " 5 - DEVELOPPEMENT LIM ITE  DE GOF"
170 PRINT : PRINT " 6 - F IN " :  PR INT
180 PRINT : INPUT "VOTRE C H O IX :";E
190 ON E GOTO 1000 ,2 0 0 0 ,3 0 0 0 ,4 0 0 0 ,5 0 0 0 ,6 0 0 0
200 GOTO 100
6000 END

L 'ensem b le  nécessite  env iron  8 K oc te ts  de m ém oire .

2. Dérivées successives d'une fonction

a. Principe

La dérivée  d 'une  fo n c tio n  f  en x0 est donnée par la fo rm u le  :

f'(x0) = lim t(xü ‘h) f(xo h>
0 h -» o 2h

On peu t m o n tre r que pou r h donné, l'exp ress ion  :

f(x0+ h) - f(x0 — h)
2h

est une a p p ro x im a tio n  d 'o rd re  2 en h de f '(x 0 ).

Cela s ign ifie  que la d iffé rence  en tre  va leu r ca lcu lée  e t va le u r exacte  est de l'o rd re  

de g randeu r de h 2, ce que l'on  no te  :

_ f<x0 ~ h ) - f< x 0 - h )  +0(h2)

2h

Il ex is te  d 'a u tre s  fo rm u le s , d 'o rd re  4, 6, 8, ... qu i fo u rn is s e n t de m e illeu res 

a p p ro x im a tio n s  de f '(x 0).

A ins i, une a p p ro x im a tio n  d ’ordre  4  de f '(x 0) est :

f'(x0) =  - 4 -  18(f(x0 + h) -  f(x0 — h)) —(f(x0 + 2h) -  f(x0 — 2h))| + 0(h4 )
1 2h

De m êm e, pou r le ca lcu l des dérivées d 'o rd re  su pé rieu r à 1, il ex is te  des fo rm u le s  

d 'a p p ro x im a tio n  d 'o rd re  2, 4, 6, ...
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Par exem ple , une a p p ro x im a tio n  d 'o rd re  4  de f " '( x 0) est :

f ” '(x0) =  —^  [ - 1 3  (f(x0 + h) -  f(x0 -  h)) + 8 (f(x0 + 2h) - f ( x 0 — 2h))
8h

— (f(x0 + 3h) — f(x0 — 3 h)) ] + 0( h4 )

On con s ta te  donc sur les exem p les p récéden ts  que les fo rm u le s  so n t de la 

fo rm e  :

1 m
f^n)(x0) =  —-  V A k(f(x0 +kh) — f(x0 —kh)) + 0(hp)

A 0 hn k=1

Dans ce tte  expression , m est un nom bre  e n tie r e t A 0 , A , ,  ..., A m so n t des 

constan tes.

Il est to u jo u rs  poss ib le  d 'o b te n ir  une fo rm u le  de ce type  pour le ca lcu l de 

dérivées d 'o rd re  im pa ir.

Le nom bre  de te rm e s  m de la som m e est a lo rs lié à l'o rd re  n de la dé rivée  a insi 

q u ’à l'o rd re  p de l'a p p ro x im a tio n  par la re la tion  :

Ce ré su lta t est co n fo rm e  à l 'in tu it io n :  l'a p p ro x im a tio n  est d 'a u ta n t p lus précise 

que le nom bre  de te rm e s  de la fo rm u le  est im p o rta n t.

Pour le ca lcu l des dérivées d 'o rd re  pair, les fo rm u le s  son t du ty p e :

1 m
f (n,(x0) = ^ —  E  A k[f(x0 + kh) + f(x0 — kh) — 2f(x0 )| + 0(hp)

A ° hn K 1

C ette fo is , le nom bre  de te rm e s  de la som m e est lié à l'o rd re  n de la d é riva tio n  et 
à l'o rd re  p de l'a p p ro x im a tio n  pa r la re la tion  :

b. Calcul des coefficients des formules d'approximation

L 'é labo ra tion  de ces fo rm u le s  repose sur l'u tilis a tio n  de la fo rm u le  de T a y lo r:

f(x0 + h) = f ( x 0 ) + hf'(x0) + yy- f"(x0 ) + ... + - jy f^U o ) + 0(hr+1 ) 

que l'on  peu t é g a lem en t écrire  sous fo rm e  condensée :

r h'
f(x0 + h) =  f(x0) + V  —  f (il(x0 ) + 0(hr+1) 

i !
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•  Cas des dérivées d 'o rd re  im pair

On ch o is it a lo rs r =  2m et on e ffec tue  la d iffé re n c e :

f(x0 + h ) - f ( x 0 - h ) =  T  2 —  —  f(2i- 1)(x0 ) + 0(h2m+1)
(2i—1 ) !

(Les pu issances pa ires se d é tru ise n t dans la som m e.)

On o b tie n t de la m êm e m an iè re  la re la tion  p lus g é n é ra le :

f(x0 + kh)
m

f(x0— kh) = £  2 k 21- 1 

U  1

-b2'- 1 f(2i~1,(x0 ) + 0(h2m+1 )
(2i— 1 ) !

En é c riva n t ce tte  re la tion  m fo is  avec k va ria n t de 1 à m , on o b tie n t un systèm e 

de m é q ua tions  à m in co n n u e s :

f'(x0), f" '(x0).....f (2m 1l(x0)

Ce sys tèm e peu t s 'é c r ire :

/  1 1 1 . .
’  \

j  h  f ( x 0  ) \ j  f ( x 0  +  h )  -  f ( x 0  -  h )  \

2  2 3 2 5
2 2 m  1 /  h 3

3 !  f " ' ( X o ) 1
“  2

f ( x 0  +  2 h ) - f ( x o - 2 h )

y  m  m 3 m 5 m 2 m   ̂J \ f ( x 0  +  m h )  -  f ( x 0  -  m h )  J

Il s u ffit a lo rs d 'in ve rse r la m a trice  e t de résoudre le sys tèm e p o u r o b te n ir m 

fo rm u le s  d o n n a n t chacune l'exp ress ion  d 'u ne  dérivée  f (n)(x0 ).

REMARQUE: Les te rm es  nég ligés dans le d é ve lo p p e m e n t de T ay lo r son t d 'o rd re  
2 m + 1  ; la fo rm u le  ob tenue  pour f <n)(x0) est donc d 'o rd re  p =  (2m  +  1 ) - n .  On

re trouve  a insi le ré su lta t m — D -lL f3----- 1

•  Cas des d érivées d 'o rd re  pair

Le ca lcu l est sem b lab le  au précéden t.

On c h o is it m a in te n a n t r =  2m  + 1.

On o b tie n t a lors :

m h2i
f(x0 +h)  +f(x0 - h ) - 2 f ( x 0 ) =  Y  2 —  ,f(2ll(x0 ) + 0(h2m+2)

(2 1) !
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(Les puissances im paires se détru isent dans la somme.)

m h2i
f(x0 +kh) + f(x 0 - k h ) - 2 f ( x 0) =  £  2 k 2i ^  f(2i,(x0) + 0(h2m+2)

On ob tien t égalem ent un système de m équations à m inconnues en écrivant m 
fois cette relation k variant de 1 à m :

/  1 1 1
’ \ /  I 7 n x ° l \

1 f(x0 + h) + f(x o -h ) -  2f(x0) \

22 24 2® 22m Ï T ,I4I(*0 ) 1
2

f (x0 + 2h) + f(x0 -  2 h) -  2f(x0 )

\  m2 m4 m6 m2m \ £ t <Bmw / \f(x0 + mh) + f ( Xq m h ) -  2f (x0 ) /

La résolution de ce système condu it à m form ules donnant chacune une expres­
sion approchée d ’une dérivée f (n)(x0).

REMARQUE: Les term es négligés dans le développem ent de Taylor éta ient 
d ’ordre 2 m + 2 . La form u le  obtenue pour f (n,(x0) est donc d 'ordre p =  (2m + 2) — n.

Par exemple, la fo rm ule  donnant f" (x 0) sera d ’ordre 2m.

On retrouve bien le résu lta t:

c. Programme

Les coeffic ients des form ules d 'approxim ation que nous venons d 'é tud ie r ne 
peuvent pas être calculés s im plem ent et rapidem ent par le program m e.

Nous nous som m es donc lim ités aux dérivées d 'ordre 5, et nous avons inclus au 
program m e les valeurs des coeffic ien ts des form ules d 'ordre 6.

La valeur adoptée pour h est 0,1 : il s 'ag it d 'un com prom is résultant de nom breux 
essais et assurant une précision acceptable pour un grand nombre de fonctions.

Quoi qu 'il en soit, le calcul reste re la tivem ent im précis et cette im précision 
augm ente avec l'ordre de la dérivation ; elle peut devenir inacceptable au-delà de 
l'ordre 5.

La fonction  à dériver do it être défin ie à la ligne 50 du program m e :

50 DEF FN F(X) = 1/(1—X)
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Il fau t ensuite introduire  la valeur x0 en laquelle on désire calculer la dérivée ainsi 
que l'ordre n de la dérivée.

50 DEF FN F ( X ) = 1 /  (1 -  X)
1000 CLS
1010 FR I NT "CALCUL DE LA DERIVEE N-IEME DE F EN XO": F'RINT

: PRINT
1020 PR INT " 1 -  PROGRAMMATION DE LA FONCTION": F'RINT
1030 PR INT " 2 -  CALCUL DE DERIVEE N -IEM E": F'RINT : F'RINT

1040 INFUT "VOTRE CHO IX:" ; E
1050 IF  E == 1 THEN LIST 50: END
1060 I NF'UT

XII

OX

1070 INF'UT "N = ";N : IF  N > 5 THEN 1070
1080 GOSUB 2500
1090 PR INT : F'RINT "LA DERIVEE D'ORDRE " ; N ; "  EN " ; X ; "

VAUT: 11
1100 F'RINT : F'RINT TAB( 5 ) ;  T
1110 F'RINT : INF'UT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PR08RAMM

E?: " ; Z$
1120 IF  Z$ = "0 "  THEN 1000 
1130 END 
2500 H = .1
2510 RESTGRE : FOR K = 1 TO N: FOR J = 0 TO 6: READ U( 

J ) :  NEXT J : NEXT K 
2520 T = 0 : P = ( -  1) N 
2530 FOR K = 1 TO U (0)
2540 T = T + U (K) * ( ( FN F ( X + K * H) -  FN F ( X> ) + P *

2550
FN F ( X 
NEXT K

K * H) -  FN F ( X) ) )

2560
2570

T = T /  
RETURN

U (6) /  (H " N)

2600 DATA T 4 5 , - 9 ,1 ,0 , 0 ,6 0
2610 DATA T 2 7 0 , - 2 7 , 2 , 0 , 0 , ISO
2620 DATA 4 -4 8 8 ,3 3 8 , - 7 2 ,7 ,0 ,2 4 0
2630 DATA 4 - 1 9 5 2 ,6 7 6 , - 9 6 ,7 ,0 ,2 4 0
2640 DATA CT

J 1 9 3 8 ,-1 8 7 2 ,7 8 3 ,-1 5 2 ,1 3 ,2 8 8

d. Exemples commentés 

• E x e m p le  1 :

50 DEF FN F < X) =EXP( X)

CALCUL DE LA DERIVEE N-IEME DE F EN XO

1 2 4



xo=o
N=1

LA DERIVEE D’ ORDRE 1 EN O VAUT:

1 . OOOOOOO1

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:0 
CALCUL DE LA DERIVEE N-IEME DE F EN XO

xo=o
N=2

LA DERIVEE D’ ORDRE 2 EN 0 VAUT:

1 .00000002

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:0 
CALCUL DE LA DERIVEE N-IEME DE F EN XO

X0=0
N--3

LA DERIVEE D’ ORDRE 3 EN 0 VAUT: 

.999999918

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:0 
CALCUL DE LA DERIVEE N-IEME DE F EN XO

X0=0
N=4

LA DERIVEE D’ ORDRE 4 EN 0 VAUT:

.9999905

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:0 
CALCUL DE LA DERIVEE N-IEME DE F EN XO

1 2 5



x o = o
N=5

LA DERIVEE D' ORDRE 5 EN O VAUT:

1 .00007019

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N

Toutes les dérivées successives de ex en 0 sont égales à 1. On constate que 
l'e rreur sur le résultat est d ’autant plus im portante  que l'ordre de la dérivation est 
é levé; ce résultat est général.

• E x e m p le  2 :

50 DEF FN F ( X) =L0G ( X)

CALCUL DE LA DERIVEE N-IEME DE F EN XO

X0=1
N=2

LA DERIVEE D’ ORDRE 2 EN 1 VAUT:

-1 .0 0 0 0 1 0 0 3

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:0 
CALCUL DE LA DERIVEE N-IEME DE F EN XO

X0=1
N=5

LA DERIVEE D’ ORDRE 5 EN 1 VAUT:

24 .1360 323

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N

La dérivée seconde de Log x en 1 vaut (—1): la précision est acceptable.

La dérivée cinquièm e de Log x en 1 vaut 24  : la précision n 'est déjà plus que de 5 
pour 1 000 .
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Remarquons cependant que si la précision n 'est pas très bonne pour les dérivées 
d'ordre 4 et 5, les calculs de dérivées d 'ordre 1 ou 2 (les plus rencontrés en 
pratique) sont eux suffisam m ent précis.

e. Erreur de méthode et erreurs numériques

•  E rreur de m éth o d e

Les form ules d 'approxim ation utilisées par le program m e sont d 'ordre 6 ; on 
pourra it penser que les erreurs sont de l'ordre de 10~6.

En fa it, une approxim ation en h6 signifie que l'erreur est de la form e k.h6 où k est 
un param ètre dépendant de la fonction . Les valeurs prises par k peuvent être 
fa ib les com m e elles peuvent être très im portantes. A insi, avec h =  0,1, si k est de 
l'ordre de 1 0 0 0 , l'e rreur sur le résultat est 10~3 (ceci se produit pour les dérivées 
d'ordre élevé).

Toujours avec k =  1 0 0 0 , si l'on chois it h =  0,5, l'e rreur est voisine de 1 5 ! Le 
résultat n'a alors aucune s ign ification.

Dans le but de m in im iser cette erreur, on peut décider d 'adopter des valeurs de h 
les plus fa ib les possibles, mais on se heurte alors à une deuxième cause d'erreur, 
les erreurs numériques.

•  Erreurs num ériques

Lorsqu'on effectue la d ifférence de deux nombres très voisins (par exemple
1 2 5 ,0 0 0 0 0 2  et 1 2 4 ,9 9 9 9 9 8 ), le résu lta t est entaché d'une erreur relative très 
im portante. Ce phénom ène est connu sous le nom de différences évanescentes, 
et provient du fa it que l'o rd ina teur ne mémorise pas suffisam m ent de chiffres 
s ignificatifs.

Dans le cas du calcul de dérivées, ce phénomène est d 'au tan t plus sensible que 
la valeur de h est faible.

Par exemple, si l'on chois it h =  0,01 lors d'un calcul de dérivée d 'ordre 5, les 
chiffres s ign ifica tifs  du résu lta t sont dans les calculs in term édia ires de l'ordre de 
1 0 " 10; ainsi, avec un ord inateur ne calculant qu'avec 8 ou 9 chiffres après la 
virgule, le résultat fourn i par le program m e est com plè tem ent faux.

•  Il est cependan t poss ib le  de jo u e r sur la va leu r de h pou r a u g m e n te r la p réc i­

sion (la va leu r de h est fixée  à la ligne  2 5 0 0  du p rog ram m e).

Pour certaines fonctions, te lle  In(x) en x0 =  1, la d im inu tion  de h (h =  0 ,05) 
conduit à de m eilleurs résultats.

Par contre, avec d 'autres fonctions com m e les fonctions polynômes, le résultat 
est plus proche de la valeur exacte si on augm ente h (par exemple h =  0,5).
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Dans le cas de dérivées d 'ordre 1 et 2, il est possible d 'adopter h =  0,01 ou 
même h =  0,001 mais l'u tilisa tion  du program m e do it se fa ire avec prudence: 
par exemple, si un prem ier calcul avec h =  0,1 fou rn it un résu lta t proche d'une 
valeur remarquable, on pourra reprendre le calcul avec une valeur de h plus faible 
dans le but de confirm er la présom ption.

3. Développement limité d'une fonction en un point

a. Principe

Le développem ent lim ité  à l'ordre n d 'une fonction  f  au tour d'un point x0 est 
donné par la fo rm ule  de Taylor:

f(x) =  f(x0) + (x -  x0) -f'(x0>

+ .. .< x -x 0)n -

1 !

n f (n’(x0 )

+  ( x - X 0 )2 ' + ( X - X 0 > 3 I M
\2 f ' (Xo)

!

+ o « x - x 0 )n+1;
n !

ou encore :

f(x) =  a0 + a, (x — x0) + a2 ( x - x 0)2 + a3( x - x 0)3 

+ ... + an (x — x0)n + 0((x — x0 )n+1 )

avec :

.  f w
i!

Dans le cas particu lie r où x0 =  0, la fo rm ule  devient :

f(x) =  a0 + a ^  + a2x2 + a3x3 + ... + anxn + 0(xn+1 )

b. Programme

Le program m e calcule les coeffic ients a; du développem ent lim ité  d'une fonction 
f  en un point x0 quelconque.

Pour évaluer les dérivées successives de la fonction  en x0, le program m e précé­
dent est utilisé, ce qui explique que l'on obtienne des développem ents lim ités 
d 'un ordre au plus égal à 5.
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Il fa u t encore  p ro g ra m m e r la fo n c tio n  à la ligne  5 0  du p ro g ra m m e :

50 DEF FN F(X) = 1/(1—X)

On in tro d u it ensu ite  le p o in t x 0 e t l'o rd re  n du d é ve lo p p e m e n t lim ité .

50 DEF FIM F (X ) = 1 /  (1 -  X)
2000 CLS
2010 PR INT "CALCUL DU DEVELOPPEMENT LIM ITE  EN XO": PRINT

: PR INT
2020 PR INT " 1 -  PROGRAMMATION DE LA FONCTION": PR INT
2030 PR INT ” 2 -  CALCUL DU DEVELOPPEMENT": PR INT : PRINT

2040 INF’UT "VOTRE C H O IX :" ; E
2050 IF  E = 1 THEN L IS T  50: END
2060 INPUT "X 0 = " ; X
2070 INPUT "N = " ; M: IF  M > 5 THEN 2070
2080 PR INT : PRINT "AÜ=" ; FN F ( X)
2090 FÜR N = 1 TO M
2100 GOSUB 2500
2110 FOR K = 1 TO N :T = T /  K: NEXT K
2120 PR INT " A " ; N ;"  = " ;T
2130 NEXT N
2140 PR INT : INPUT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMM

E? : " ; Z$
2150 IF  Z$ = "0 "  THEN 2000
2160 END
2500 H = . 1
2510 RESTORE : FOR K = 1 T0 N: FOR J = 0 TO 6 : READ U( 

J ) :  NEXT J :  NEXT K 
2520 T = 0 : P = ( -  1) "" N 
2530 FOR K = 1 TO U (0)

2540 T = T + U(K) * ( (  FN F ( X + K * H) -  FN F ( X) )  + P *
( FN F ( X -  K 1 H) -  FN F ( X) ) )

2550 NEXT K
2560 T = T / U (6) /  (H N)
2570 RETURN
2600 DATA 3 , 4 5 , - 9 , 1 , 0 , 0 , 6 0
2610 DATA 3 ,2 7 0 , - 2 7 ,2 ,0 ,0 ,1 8 0
2620 DATA 4 , - 4 8 8 ,3 3 8 , - 7 2 ,7 ,0 ,2 4 0
2630 DATA 4 , - 1 9 5 2 ,6 7 6 , - 9 6 ,7 ,0 ,2 4 0
2640 DATA 5 , 193 S ,-1 8 7 2 ,7 8 3 ,-1 5 2 ,1 3 ,2 8 8
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(Ce p rog ram m e co m p o rte  une pa rtie  co m m u n e  avec le p ré cé d e n t: les 

lignes 2 5 0 0  à 2 6 4 0 . Dans le cas d 'une  u tilis a tio n  s im u lta n é e , il n 'e s t pas néces­

sa ire d 'e n tre r deux fo is  ces lignes.)

c. Exemples commentés 

• E x e m p le  1 :

1
Le d é ve lo p p e m e n t lim ité  à l'o rd re  5 en x0 =  0  de la fo n c tio n  ---------est :

1 — x

1
-------  =  1 + x + x2 + x3 + x4 + x5 + 0(x6 )
1 — X

50 DEF FN F ( X) = 1 / ( 1 - X )

CALCUL DU DEVELOPPEMENT L IM ITE  EN X0

X0=0
N=5

A0=1
A1=1.00004163 
A2=1.00004161 
A3=1 .00112078  
A4=1.00112157  
A5=1.01364753

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N

N ous re tro u vo n s  ici encore que les c o e ffic ie n ts  des te rm e s  de p lus  hau t degré 
so n t en tachés de l'e rre u r la p lus im p o rta n te .

• E x e m p le  2 :

Le d é ve lo p p e m e n t lim ité  à l'o rd re  5 en x0 =  1 de la fo n c tio n  In x est :

lnx  =  ( x - 1 ) -  l ( x — 1)2 + l ( x - 1 ) 3 — | ( x — 1)4 + -  ( x -  1)5 + 0 ( (x -  1)6)
2 3 4 5
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50 DEF FN F ( X) =LQG( X)

CALCUL DU DEVELOPPEMENT LIM ITE  EN XO

X0=1
N=5

A0=0
A l= l .00000576  
A 2 = -.500005017  
A 3= „33345057 
A 4 = - .250107246 
A 5 = .201133603

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N 

L'erreur reste tou jours inférieure à 1 %.

d. Conclusion

Il apparaît c la irem ent que la m éthode directe que nous venons d 'é tud ie r ne 
perm et pas le calcul du développem ent lim ité  d'une fonction  quelconque de 
manière précise.

Nous sommes de plus lim ités à l'ordre 5.

Les tro is program m es suivants vont nous affranchir partie llem ent de ces 
lim itations.

4. Développement limité de f.g

a. Introduction

Les développem ents lim ités que nous calculerons désorm ais seront des dévelop­
pements lim ités en x0 =  0.

Les fonctions usuelles adm etten t des développem ents lim ités connus (donnés en 
annexe).

Nous allons donc u tiliser ces résultats pour trouver les développem ents lim ités 
d'autres fonctions.
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Les tro is  program m es suivants vont nous perm ettre  de calculer précisém ent et à 
un ordre élevé les développem ents lim ités des fonctions f.g, f/g  et g o f, connais­
sant les développem ents lim ités de f  et g.

b. Principe

Nous étudions ici le cas du produit de deux fonctions f  et g.

Supposons connus les développem ents lim ités de f  et g à l’ordre n :

f(x) =  a0 + a,x + a2x2 + ... + a ^ "  + 0(xn+1 )

= P(x) + 0(xn+1)

g(x) = b0 + b,x + b2x2 + ... + bnxn + 0(xn+1 )

= Q(x) + 0(xn + 1)

Alors, le développem ent lim ité  à l'ordre n de la fonction  f.g est égal à:

(f.g)(x) =  (a0 + a,x + ... + anxn) . (b0 + b,x + ... + bnxn) + 0(xn+1 )

= c0 + CtX + ... + cnxn + 0(xn+1 )

Les coeffic ients Cj peuvent être calculés en m u ltip lian t le polynôm e P par le poly­
nôme Q :

Ci= £  ak • b; k 
k 0

c. Programme

Il fau t in troduire  les coeffic ien ts des développem ents lim ités de f  et g (il y a deux 
façons d 'in trodu ire  les coe ffic ien ts ; nous les déta ille rons dans les exemples 
com m entés).

Le program m e calcule ensuite les coeffic ien ts du développem ent lim ité  de f.g.

10 DIM A ( 1 0 0 ) , B ( 1 0 0 ) , C (100)
3000 CLS
3010 PR INT TAB( 5 ) ; "DEVELOPPEMENT L IM ITE  DE F . G" :  PRINT 

: PRINT
3020 INPUT "ORDRE DU D . L . : " ; N
3030 PRINT : PRINT "COEFFICIENTS ENTRES MANUELLEMENT:

M"
3040 INPUT "COEFFICIENTS CALCULES (EN 8000) : C " ; Y$ 
3050 IF  Y$ = "C" THEN FOR I = 0 T0 N: G0SUB 3000: NEXT 

I :  GOTO 3100
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3060 PRINT : PRINT "ENTREZ LES COEFFICIENTS DU D. L .  DE 
F:  "

3070 FOR I
I

PRINT

= 0 TO N; PRINT " A " ; I ; : INFUT " = " ; A ( I ) : NEXT

3080 : PRINT "ENTREZ LES COEFFICIENTS DU D. L .  DE
G: "

3090 FOR I 
I

PRINT

= 0 TO N: PRINT " B" ;  I ;  : INF'UT " = " ; B ( I )  : NEXT

3100 : INF’UT "DESIREZ -VOUS LES APPROXIMATIONS?: "
;Y$

3110 FOR M = 0 TO N
3120 T = 0
3130 FOR I = 0 TO M:T = T + A ( I )  * B(M -  I ) : NEXT I
3140 PRINT " C " ; M ; " = " ;  T;
3150 IF  Y$

■  «i / h . n ■
= "0 "  THEN X = T : GOSUB 9000: PRINT " : " ; P

3160
? ' ? w ? 

PRINT I l  II

3170 NEXT M
3180 PRINT : INF’UT "VOULEZ- VOUS REUTILISER LE F'ROGRAMM

1E ? : " ; Z$
3190 IF  Z$ = "0 "  THEN 3000
3200 END
8000 A ( I )  = 1
8010 FOR H = 1 TO I : A ( I ) = A d )  /  H: NEXT H
8020 B ( I )  = ( -  1) I
8030 RETURN
9000 AB = X: AC = INT ( X) :  P = AC
9010 0 = 1 : AD = 1 : AF = 0 : GOTO 9050
9020 AB = 1 /  (AB -  AC) : AC = INT (AB)
9030 AY = AC * P + AD:AD = P :F' = AY
9040 AY = AC * Q + AF:AF = Q:Q = AY
9050 IF  ABS ( (X -  P /  Q )) > 1E -  7 THEN 9020
9060 RETURN

Exemples commentés

• E x e m p le  1 :

Soit à calculer le développem ent lim ité  de la fonction  :

en la considérant com m e le produ it de :

f(x) =  ex par g(x) =  —'—
1 + x
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dont les développem ents lim ités son t:

f ( x ) = 1 + x + —  + —  +... + — + 0(xn+1 )
2! 3! n!

g(x) = 1 — x + x2 — x3 + ... + (— 1 )n xn + 0(xn + 1 )

Le program m e demande tou t d 'abord l'ordre du développem ent à calculer; 
répondons 5.

Nous avons ensuite le choix en tre :

-> in troduire  les coeffic ients m anuellem ent,

-* les faire calculer par le program m e.

Répondons " M "  pour l'in s ta n t; nous exam inerons le calcul autom atique des 
coeffic ien ts u ltérieurem ent.

Il fau t alors in troduire  les six coeffic ien ts du développem ent de e \  puis les six
1

coeffic ien ts du développem ent de --------.
1 + x

A la dernière question " Désirez-vous les approxim ations ?", répondons "  N " pour 
l'instant.

Le program m e affiche alors les six coeffic ien ts du développem ent de h(x).

DEVELOPPEMENT LIMITE DE F.G 
ORDRE DU D.L.: 5

COEFFICIENTS ENTRES MANUELLEMENT: M 
COEFFICIENTS CALCULES (EN 8000) : C M

ENTREZ LES COEFFICIENTS DU D.L. DE F:
A0=1 
Al = 1 
A2=. 5
A3=.16666666 
A4=.04166666 
A5=.00833333

ENTREZ LES COEFFICIENTS DU D.L. DE G:
B0= 1
B1 =— 1
B2= l
B3=-l
B4=l
B5=-l
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DESIREZ-VOUS LES APPROXIMATIONS?:N
CO=l
01=0
C2=. 5
0 3 = -.3 3 3 3 3 3 3 4  
C 4 = .375 
0 5 = -.3 6 6 6 6 6 6 7

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:0

Remarquons que s'il paraît évident que les quatre prem iers coeffic ien ts sont 
1 1

égaux à 1,0,  — et — — , en revanche il est plus d iffic ile  de reconnaître la form e

3 1 1
rationnelle des deux derniers term es (qui sont égaux à —  e t -  —  respective­

ment).

De plus, la p lupart des développem ents lim ités obtenus soit par produit, soit par 
quotient, so it par composée de fonctions ont des coeffic ients rationnels.

C'est pourquoi nous avons ajouté le sous-program m e 9 0 0 0 , qui recherche à 
partir d 'un nombre décim al la fraction  rationnelle irréductib le  s'en rapprochant à 
1 0~7 près.

Reprenons l'exécution en répondant "O ” à la question 'D ésirez-vous les 
approxim ations ? ".

DEVELOPPEMENT LIM ITE  DE F.G

ORDRE DU D . L . : 5

COEFFICIENTS ENTRES MANUELLEMENT: M 
COEFFICIENTS CALCULES (EN 8000) : C M

ENTREZ LES COEFFICIENTS DU D. L .  DE F: 
A0 = 1 
A1 = 1
A  _  CT
Moi”  . \J

A 3 = .16666666 
A 4 = .04166666 
A 5 = .00833333

ENTREZ LES COEFFICIENTS DU D. L .  DE G:
B0=1
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B1 = — 1 
B2=l 
B 3 = -l 
B4= l
B 5 = -l

DESIREZ-VOUS LES APPROXIMATIONS?:O
CO=l : 1/1
C1=0 : 0 /1
C 2= .5 : 1 / 2
0 3 = -.3 3 3 3 3 3 3 4  : - 1 / 3
0 4 = .3 7 5  : 3 /8
0 5 = -.3 6 6 6 6 6 6 7  : - 1 1 / 3 0

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N

Le p rog ram m e fo u rn it donc en p lus des va leurs  déc im a les  les a p p rox im a tions  
ra tionne lles , qu i ici co ïnc iden t avec les va leu rs  exactes.

In té ressons-nous m a in te n a n t au ca lcu l a u to m a tiq u e  des co e ffic ie n ts .

Pour les fo n c tio n s  usue lles, le c o e ffic ie n t a; du d é ve lo p p e m e n t s 'exp rim e  en fo n c ­

tio n  de i. Dans l'exem p le , nous avons :

a, = — et b: =  (— 1 )'.
i I

N ous a llons  donc p ro g ra m m e r ces fo rm u le s  en tre  les lignes 8 0 0 0  e t 8 0 3 0 , et 

l'o p tio n  "c o e ff ic ie n ts  c a lc u lé s "  se chargera d 'é va lu e r e t de s to cke r to u s  les coe f­
fic ie n ts  nécessa ires grâce à ces fo rm u les .

1
Dans l'exem p le , les lignes 8 0 0 0  et 801 0  ca lcu le n t — , la ligne  8 0 2 0  calcu le

i!
(— 1 )' et la ligne  8 0 3 0  (à ne pas oub lie r) te rm in e  le so us-p rog ram m e.

8000 A ( I )=1

8010 FGR H=1 T0 I : A ( I ) = A ( I ) /H:NEXT H 

3020 B ( I ) = ( -1  > I 

8030 RETURN

DEVELOPPEMENT L IM ITE  DE F.G
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ORDRE DU D . L . : 5

COEFFICIENTS ENTRES MANUELLEMENT: M 
COEFFICIENTS CALCULES (EN 8000) : C C

DESIREZ-VOUS LES APF'ROX I MAT IONS?: 0
C0=1 : 1/1
C1=0 : 0 /1
C2=. 5 : 1 /2
C3=- : — 1 /3
C4=. 375 : 3 / 8
C5=- .366666667 : -11  /  :

On retrouve bien les mêmes résultats.

Un examen des résultats sous leur form e décim ale m ontre que ceux-ci sont 
exacts; la précision est donc bien m eilleure que celle obtenue avec le calcul 
direct.

Nous allons donc pouvoir chercher des développem ents à un ordre supérieur à 5. 

Demandons cette fo is un calcul à l'ordre 15 :

DEVELOPPEMENT L IM ITE  DE F .6

ORDRE DU D . L . : 15

COEFFICIENTS ENTRES MANUELLEMENT: M 
COEFFICIENTS CALCULES (EN 3000) : C C

DESIREZ-VOUS LES APPROXIMATIONS?:0 
C0=1 : 1 / 1
C1=0 : 0 / 1
C 2= .5 : 1 / 2
C 3 = - .333333333 
C 4= .375 : 3 / 8
C 5 = - .366666667 
C6=.36B055556 
C 7 = - .367857143 
CB=.367881945 
C 9 = - .367879189 
C 10= .367879464 
C i l = -.3 6 7 8 7 9 4 3 9

: - l / 3

: - 1 1 /3 0  
5 3 /1 4 4  
:-1 0 3 /2 8 0  
898 /2441  
:-5 3 6 /1 4 5 7  
: 1001/2721 

:-1 0 0 1 /2 7 2 1
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□  12= .367879441 :1 0 0 1 /2 7 2 1
C l3 = -.3 6 7 8 7 9 4 4 1  :-1 0 0 1 /2 7 2 1
C 14= .367879441 : 1001/2721
C l5 = -.3 6 7 8 7 9 4 4 1  :-1 0 0 1 /2 7 2 1

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N

La précision est maximale pour tous les coeffic ien ts ( 10 9), ce qui confirm e la 
possib ilité  d 'ob ten ir des développem ents à un ordre très élevé.

Cet ordre est lim ité  à 100 par le program m e, mais cela ne constitue pas une lim i­
ta tion  en pratique.

6 X
Le développem ent exact à l'ordre 8 de la fo n c t io n -------- est

1 + x

ex , x2 x3 3 4 1 1 5 53 6 103 7 21 19 8
1 f  x 2 3 8 30 144 280 5760

Remarquons que les approxim ations rationnelles coïncident avec les valeurs 
exactes jusqu'au terme d'ordre 7.

5. Développement limité de f/g

a. Principe

Supposons connus les développem ents de f et g à l’ordre n:

f (x) a0 t-a,x 4 a2x2 + ... 4- a,,xn + 0(xn
P(x) r 0(x"’1)

g(x) b0 + b,x f b?x2 + ... 4- bnxn + 0(xn
Q(x) + 0(xn’ 1 )

avec b0 / 0, puisque dans le cas contraire, la fonction  f/g  n'est pas définie en 
x 0.

Le développem ent lim ité  de la fonction  f/g  est alors obtenu en e ffectuan t la d iv i­
sion suivant les puissances croissantes à l'ordre n du polynôm e P par le poly­
nôme Q.

On peut m ontrer que les coeffic ients c, sa tisfont la relation de récurrence :

co
ao

bo
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C i  =  a s  — £  bk .Ci_k 

k =  1

b. Programme

La structure générale du program m e est semblable à celle du program m e précé­
dent, seule la partie de calcul est modifiée.

L 'u tilisa tion est donc identique.

10 DIM A ( 1 0 0 ) , 6 ( 1 0 0 ) ,C(100>
4000 CLS
4010 F'RINT TAB ( 5) ; "DEVELOPPEMENT LIM ITE  DE F / G" :  PR INT 

: PRINT
4020 INF'UT "ORDRE DU D . L . : " ; N
4030 PRINT : PRINT "COEFFICIENTS ENTRES MANUELLEMENT:

M"
4040 INF'UT "COEFFICIENTS CALCULES (EN 8000) : C " ; Y$
4050 IF  Y$ = "M" THEN 4090
4060 FOR I = 0 TO N: GOSUB 8000: NEXT I
4070 IF  B (0) = 0 THEN PRINT "BO NE DOIT PAS ETRE NUL"

: GOTO 4250 
4080 GOTO 4140
4090 PRINT : PRINT "ENTREZ LES COEFFICIENTS DU D. L .  DE 

F: "
4100 FOR I = 0 TO N: PRINT " A " ; I ; : INPUT " = " ; A ( I ) :  NEXT 

I
4110 PRINT : PRINT "ENTREZ LES COEFFICIENTS DU D. L .  DE 

G: "
4120 INF'UT "B0=" ; B (0) : IF  B(0)  = 0 THEN F'RINT "BO NE 

DOIT PAS ETRE NUL": GOTO 4120 
4130 FOR I = 1 TO N: F'RINT " B " ; I ; :  INF'UT " = " ; B ( I ) :  NEXT 

I
4140 PRINT : INF'UT "DESIREZ-VOUS LES APPROXIMATIONS?: " 

;Y$
4150 C (0) = A (0) /  B (0) : F'RINT "C0=" ; C (0) ;
4160 IF  Y$ = "0 "  THEN X = C (0 ) : GOSUB 9000: PRINT 11 :

" ; P; " /  " ; Q;
4170 PRINT " "
4180 FOR I = 1 TO N
4190 C ( I )  = A ( I )
4200 FOR K = 1 TO I : C ( I ) = C i l )  -  B(K)  * C i l  -  K ) :  NEXT

K
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4210 F'RINT "C"; I; " = ";C(D ;
4220 IF Y$ = "0" THEN X = C (I): GOSUB 9000: PRINT " :

11. p. " / ". p.
4230 PRINT " "
4240 NEXT I
4250 F’RINT : INF'UT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMM 

E ? : Z $
4260 IF Z$ = "0" THEN 4000
4270 END
8000 A(I) = 0
8010 M = INT (I / 2)
3020 IF I = 2 * M THEN 8050 
8030 A(I) = ( - 1) - M
8040 FOR H = 1 TO I:A(I) = Ad) / H: NEXT H
8050 Bd) = 0
8060 IF I < > 2 * M THEN 3090
8070 Bd) = ( - 1) M
3080 FOR H = 1 TO I : B < I ) = Bd) / H: NEXT H
8090 RETURN
9000 AB = X:AC = INT (X):P = AC 
9010 G! = 1 : AD = 1 : AF = 0: GOTO 9050 
9020 AB = 1 / (AB - AC):AC = INT (AB)
9030 AY = AC * F + AD:AD = F:P = AY
9040 AY = AC * Q + AF:AF = 0:0 = AY
9050 IF ABS ((X - F / 0)) > 1E - 7 THEN 9020
9060 RETURN

c. Exemples commentés 

• E x e m p le  1 :

N ous avons repris  la fo n c tio n  :

en la co ns idé ran t ce tte  fo is  com m e le ra p p o rt des fo n c tio n s :

f (x) ex et g(x) 1 + x
Les lignes 80 0 0  à 8 0 3 0  dé fin isse n t les co e ffic ie n ts  des déve lo p p e m e n ts  de f  et g.
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8000 A(15=1

8010 FOR H=1 TO I : A ( I ) = A ( I ) /H:  NEXT H 

8020 B ( I ) = 0 : B (0)=1 : B (1)=1 

8030 RETURN

DEVELOPPEMENT LIM ITE  DE F/G

ORDRE DU D. L . :  6

COEFFICIENTS ENTRES MANUELLEMENT: M 
COEFFICIENTS CALCULES (EN 8000) : C C

DESIREZ-VOUS LES APPROXIMATIONS^:0
C0=1 : 1 / 1
C1=0 : 0 /1
C 2= .5 : 1 /2
C 3=-. 333333333 : - 1 / 3
C 4= .375 : 3 / 8
C 5 = - .366666667 : - 1 1 / 3 0
C6=. 363055556 : 5 3 /1 4 4

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N

Les résultats sont identiques à ceux fourn is par le program m e précédent: la 
précision est ici encore maximale, et les approxim ations rationnelles sont les 
valeurs exactes.

• E x e m p le  2 :

Soit à calculer le développem ent à l'ordre 6 de la fon c tio n :

8000 A (I)=0:A (0)=1 

8010 B (I)=0 

3020 M=INT(1/2)
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8030 IF  I=2*M  THEN 8060

3040 B ( I )=1

8050 FOR H=1 TO I : B ( I ) = B ( I ) /H:NEXT H

8060 B (0)=1 

8070 RETURN

DEVELOPPEMENT LIM ITE  DE F/G

ORDRE DU D . L . : 6

COEFFICIENTS ENTRES MANUELLEMENT: M 
COEFFICIENTS CALCULES (EN 8000) : C C

DESIREZ-VOUS LES APPROXIMATIONS?:0 
C0=1 : 1 /1
C l= -1  : - 1 / 1
C2=l : 1 /1
C 3 = - l.  16666667 : - 7 / 6
C4=1 .33333333  : 4 /3
C 5= -1 .50833333  : - 1 S1 /120
06=1.71111111 : 7 7 / 4 5

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N

Les approxim ations sont ici encore exactes.

• E x e m p le  3 :

Calculons le développem ent de tgx,  en posant: 

f(x) = sin x et g(x) = cosx

3000 A ( I ) =0

8010 M=INT( 1 / 2 )

9020 IF  I=2*M  THEN 8050

8030 A ( I ) = ( - 1 )  " M
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8040 FOR H=1 TO I : A ( I ) = A ( I ) /H:NEXT H 

8050 B ( I ) =0

8060 IF  I<>2#M THEN 8090 

8070 B ( I ) = <-1) - M

8080 FOR H=1 TO I : B ( I ) = B ( I ) /H:NEXT H 

8090 RETURN

DEVELOPPEMENT LIM ITE  DE F/G

ORDRE DU D . L . : 10

COEFFICIENTS ENTRES MANUELLEMENT: M 
COEFFICIENTS CALCULES (EN 8000) : C C

DESIREZ-VOUS LES APPROXIMATIONS?:0
C0=0 : 0 / 1
Cl  = l  : 1/1
C2=0 : 0 / 1
C 3 = .333333333 : 1 /3
C4=0 : 0 / 1
C 5 = ,133333333 : 2 / 1 5
C6=0 : 0 / 1
C 7= .053968254 : 17 /315
C8=0 : 0 / 1
C 9= .0218694885 : 62 /28 :
C l0=0 : 0 /1

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N 

Le développem ent obtenu, à l'ordre 10, est exact.
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6. Développement limité de gof

a. Principe

Supposons connus à l'ordre n les développem ents de g et f :

g(x) = a0 + a,x + a2x2 + ... + anxn + 0(xn+1 )

P(x) + 0(xn+1 )

f(x) 0 + b,x + b2x2 + ... + bnxn + 0(xn+1 )

Q(x) + 0(xn ,M

Le term e b0 do it nécessairement être nul, pour que f(x) tende vers 0 lorsque x 
tend vers 0 ; autrem ent, on ne pourra it pas parler du développem ent de g o f  en 0.

Le développem ent de g o f  est a lors:

(g o f)(x) P| Q(x) | + 0(xn * 1 ) 

ou encore, sous une form e plus exp lic ite :

(g o f)(x) a0 + a j b ^  + b2x2 + ... + bnxn ]

+ a2|b 1x + b2x2 + ... + bnxn |2

+ ...................

+ a j b ^  + b2x2 + ... + bnxn |n + 0(xn+1 )

Ce développem ent contien t des termes de degré 0 à n2.

Pour obten ir le développem ent lim ité  à l'ordre n, il convient de ne conserver dans 
ce développem ent que les term es de degré inférieur ou égal à n.

On m ontre que le coeffic ient en xm d'un term e | b ,x + b2x2 + ... + bnxn |‘ est donné 
par :

Yi . m X  b «,  • b ..i

ü, M <

la som m ation se fa isant pour tous les i-up le ts (u, te ls que :

£  , t , =  m

i i

En fa isant la som m e de ces coeffic ients partie ls y i m pour toutes les valeurs de i, 
on ob tien t le coeffic ien t du term e en xm du développem ent de g o f :

n

C m ^  Y i. m
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b. Programme

Les calculs effectués par le program m e sont beaucoup plus nom breux que ceux 
effectués par les deux program m es précédents.

De plus, dans le but d 'am élio rer la vitesse d'exécution, le program m e stocke au 
début de son exécution les coeffic ients du binôm e Cj, ce qui nécessite de 
l'espace mémoire.

Pour ces deux raisons, nous avons décidé d 'adopter 20  com m e valeur maximale 
de l'ordre du développem ent lim ité  de g o f.

Le tem ps de calcul est d 'environ une m inute pour un développem ent de 
l'ordre 10.

L 'u tilisa tion du program m e reste identique à celle des deux program m es 
précédents.

10 DIM A ( 1 0 0 ) , B ( 1 0 0 ) , C (100)
20 DIM D ( 2 0 , 2 0 ) , I D (20)
5000 CLS
5010 PRINT TAB ( 5 ) ; "DEVELOPPEMENT LIMITE DE G0F": PRINT 

: PRINT
5020 INF’UT "ORDRE DU D . L . : " ; N
5030 PRINT : PRINT "COEFFICIENTS ENTRES MANUELLEMENT:

M"
5040 INF'UT "COEFFICIENTS CALCULES (EN 3000) : C " ; Y$
5050 IF  Y$ = "M" THEN 5090
5060 FOR I = 0 TO N: GOSUB 8000: NEXT I
5070 IF  B (0) < > 0 THEN PRINT "BO DOIT ETRE NUL": GOTO

5490
5080 GOTO 5140

5090 PRINT : PRINT "ENTREZ LES COEFFICIENTS DU D. L .  DE 
G: "

5100 FOR I = 0 TO N: PRINT " A " ; I ; :  INPUT " = " ; A ( I ) :  NEXT 
I

5110 PRINT : PRINT "ENTREZ LES COEFFICIENTS DU D.L .  DE 
F: "

5120 INPUT "B 0 = " ; B ( 0 ) :  IF B (0) < > 0 THEN PRINT "BO
DOIT ETRE NUL": GOTO 5120

5130 FOR I = 1 TO N: PRINT " B " ; I ; :  INF'UT " = " ; B ( I ) :  NEXT 
I

5140 PRINT : INF'UT "DESIREZ-VOUS LES APPROXIMATIONS?: "
;Y$

5150 PRINT "C Ü ="; A ( 0 ) ;  : IF  Y$ = " 0 "  THEN X = A ( 0 ) :  GOSUB 
9000 : F'RINT " : " ; F ' ; " / " ; Q ;

5160 PRINT " 11
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15170 D ( 1 ,0  ) = 1 : D (1,  1)
5180 FOR I = 2 TO N
5190 D ( 1 ,0  ) = 1 : D ( I , I )
5200 FOR J = 1 TO I -

1 , J ) :  NEXT J
5210 NEXT I
5220 FOR M = 1 TO N
5230 T = A ( l ) * B (N)
5240 IF  M = 1 THEN 54!
5250 FOR I = 2 TO M
5260 H = 0
5270 FOR J = 1 TO I -
5280 ID ( I ) = M: FOR J ^

1 ,J 1) + D ( I -

1 : I D (J ) = 1 : NEXT J 
= 1 TO I -  1 : ID < I ) = I D ( I ) -  ID ( J

) :  NEXT J
5290 IF  I D ( I ) < I D ( I  -  1) THEN 5420 
5300 L = B ( I D ( 1 ) > :  P = 1:Q = I
5310 FOR K = 2 TO I
5320 L = L * B ( ID ( K ) )
5330 IF  I D (K ) = ID(K - 1) THEN P = P + 1: GOTO 5360
5340 L = L * D ( Q, P )
5350 Q = Q -  P : P = 1
5360 NEXT K
5370 H = H + L
5380 IF  ID ( I ) -  ID ( I - 1) > 1 THEN I D ( I -  1) = ID ( I

1) + 1: GOTO 5280
5390 IF  I = 2 THEN 543 0
5400 K -  1
5410 IF  ID <I -  K -  1) < I D ( I - K) THEN I D ( I -  K: -  d

ID ( I -  l< -  1) + 1: FOR J = I 
D(J -  1 ) ;  NEXT J : GOTO 5280

K TO I 1 : I D (J) = I

5420 IF  K < I -  2 THEN K = K + 1: GOTO 5410
5430 T = T + H * A d )
5440 NEXT I
5450 FRI NT "0 11 ; M; " = " ; T;
5460 IF  Y$ = 110" THEN X = T: GOSUB 9000: PR INT »» d II « C' ■ q 1

5470
/  ; u ;
FR INT " il

5480 NEXT M
5490 FRINT : INF'UT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PRDGRAMM

E;?: " ; 2$
5500 IF  Z$ = "0 "  THEN 5000
5510 END
8000 A ( I )  = ( -  1) I
8010 B ( I )  = 0
8020 M = INT ( I  /  2)
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8030 IF  I = 2 * M THEN 8060 
3040 B ( I )  = 1
8050 FOR H = 1 TO I : B ( I ) = B ( I )  /  H: NEXT H 
8060 RETURN
9000 AB = X:AC = INT <X) :P = AC 
9010 Q = 1 : AD = 1 : AF = 0 : GOTO 9050 
9020 AB = 1 /  (AB -  AC):AC = INT (AB)
9030 AY = AC * P + AD:AD = P: P = AY
9040 AY = AC * 0 + AF:AF = Q:Q = AY
9050 IF  ABS ((X  -  P /  Q )) > 1E -  7 THEN 9020
9060 RETURN

c. Exemples commentés 

• E x e m p le  1 :

Soit à calculer le développem ent lim ité  à l'ordre 10 de la fonction

h(x) = esinx

8000 A ( I )=1

8010 FOR H=1 TO I : A ( I ) = A d ) /H:NEXT H 

8020 B d )  =0 

3030 M=INT( 1 / 2 )

8040 IF  1=2*N THEN 8070 

8050 B ( I )  = (-1)""M

8060 FOR H=1 TO I : B ( I ) = B ( I ) /H:NEXT H 

8070 RETURN

DEVELOPPEMENT LIMITE DE GOF

ORDRE DU D. L . :  10

COEFFICIENTS ENTRES MANUELLEMENT: M 
COEFFICIENTS CALCULES (EN 8000) : F r



DESIREZ-VOUS LES APPROXIMATIONS?:O
CO=l : 1/1
01 = 1 : 1/1
02=.5 : 1/2
03=0 : 0 / 1
0 4 = -.1 2 5  : —1/8
0 5 = -. 0666666667 : - 1 /1 5
C 6 = -4 .1666 6667E -03  : - 1 /2 4 0
C 7= .0111111111 : 1 / 9 0
0 8 = 5 .3 8 1 94445E -03  : 3 1 /5 7 6 0
0 9 = 1 .76366843E -04  : 1/5 6 7 0
C 10= -8 .132 1649E -04  : - 3 /3 6 8 9

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N

On peut vérifier par le calcul l'exactitude de chacun des coefficients.

Les approxim ations sont elles exactes jusqu'à l'ordre 9, le coeffic ien t C10 étant :

C 2 951
lü 3 628 800

• E x e m p le  2 :

Nous avons ici cherché à retrouver les résultats du program m e précédent 
concernant la fonction  :

h(x) r  1 .1 + shx

en la considérant cette fo is com m e la composée de: 

f(x) shx 

et de :

8000 A ( I ) = ( -1  ) I 

9010 B ( I )=0 

8020 M=INT( 1 / 2 )

8030 IF  I=2*M  THEN 3060 

8040 B ( I )=1
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8050 FOR H=1 TO I : B ( I ) =B ( I ) /H:NEXT H

8060 RETURN

DEVELOPPEMENT LIM ITE  DE GOF

ORDRE DU D . L . : 6

COEFFICIENTS ENTRES MANUELLEMENT: M 
COEFFICIENTS CALCULES (EN 8000) : C C

DESIREZ-VOUS LES APPROXIMATIONS?:0 
C0=1 : 1 / 1  

C l= -1  : - 1 / 1
C2=l  : 1/1
C 3 = - l . 16666667 : - 7 / 6
04= 1 .33333333  :4 /3
C 5 = -1 .50833333  : -1 8 1 /1 2 0
06=1.71111111 :7 7 /4 5

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N

On retrouve effectivem ent les mêmes résultats.

7. Conclusion

Les tro is derniers program m es perm ettent, com m e nous l'avons vu, de calculer 
des développem ents lim ités d 'ordre im portan t avec une précision excellente.

On utilisera donc systém atiquem ent l'un de ces tro is program m es lorsque cela 
sera possible, et on aura recours au calcul d irect uniquem ent si la fonction  
étudiée ne peut s 'exprim er au moyen de fonctions plus simples.
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6 Intégration

7. Introduction

Nous allons dans ce chapitre nous intéresser à d ifférentes m éthodes perm ettant 
le calcul de l'in tégrale :

où f est la fonction  à intégrer, et |a,b| un intervalle donné du dom aine de défin i­
tion de f :

|a,b| c- Df

Nous com m encerons par les form ules de Cotes, qui consistent à découper 
l'in te rva lle  d 'in tégra tion  en sous-intervalles, et à substituer un polynôm e à la 
fonction  à intégrer sur chacun de ces sous-intervalles.

Nous verrons ensuite la m éthode de Gauss, plus particu liè rem ent adaptée à 
l'in tégra tion  des polynômes, puis la m éthode de Romberg, qui perm et d 'obten ir 
la valeur de l'in tégrale avec une précision donnée.
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Nous term inerons par deux m éthodes perm ettan t l'in tégra tion  des fonctions 
discrètes (fonctions don t les valeurs ne sont connues qu'en certains points), la 
méthode des trapèzes et la m éthode de Simpson.

Pour u tiliser les sept program m es s im ultaném ent, il fau t rem placer chaque 
instruction END par l'ins truc tion  GOTO 100 et a jouter le m enu:

100 CLS
110 PR INT TAB( 5 ) ;  TCALCUL D?INTEGRALES": PRINT : PR INT

120 PR INT : PRINT "1 -  METHODE DES TRAPEZES"
130 PR INT : PRINT "2 -  METHODE DE SIMPSON"
140 PRI NT : PR INT "3 -  METHODE DE VILLARCEAU"
150 PR I  NT : PRINT "4 -  METHODE DE GAUSS"
160 PR INT : PRINT "5 -  METHODE DE ROMBERG"
170 P RI NT : PRINT "6 -  METHODE DISCRETE DES TRAPEZES"
180 PR INT : PRINT "7 -  METHODE DISCRETE DE SIMPSON"
200 PR INT : PRINT "8 -  F IN "
210 PR INT : INPIJT " VOTRE C H O IX :";E
220 ON E i30T0 1000,2 '0 0 0 ,3 0 0 0 , ■4 0 0 0 ,5 0 0 0 ,6 0 0 0 ,7 0 0 0 ,8 0 0 0
230 GOTO 100
800C) END

L'ensemble nécessite environ 5 Koctets de mémoire.

2. Méthode des trapèzes

a. Principe

C'est la plus sim ple des m éthodes de Cotes.

L 'in tervalle d 'in tég ra tion  (a,b| est découpé en n sous-intervalles de longueur:

. b — ah = --------
n

Sur chacun de ces sous-intervalles, la courbe réelle est remplacée par un 
segment de droite.
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Xj h Xj x; + h b

Sur chaque intervalle |xi(X; + h | on calcule :

y  h f(Xj ) + f(X; + h)

2

La valeur approchée de l'in tégra le  est a lors:

n 1

■ =  £  T<
i 0

On dém ontre que l'approxim ation des trapèzes est d 'o rdre h2, ce qui s ignifie que 
la d ifférence entre la valeur exacte de l'in tégra le  et la valeur calculée est de 
l'ordre de grandeur de h2.

Il est possible d 'am élio rer la précision en u tilisant la fo rm u le :

I' I + ^  ( f ( a ) - f ' ( b ) )

où I est la prem ière approxim ation, f (a) et f'(b) les valeurs de la fonction  dérivée 
de f aux points a et b.

On dém ontre alors que la nouvelle approxim ation I' est d 'ordre h4.

b. Programme

Le program m e calcule l'approxim ation d 'ordre h4 de l'in tégrale. 

Les dérivées sont évaluées grâce aux fo rm u les:

f(b) — f(b — k)f'(a)
f(a + k) — f (a) 

k
et f'(b)
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ou :

k =  0,001

Cette approxim ation est to u t à fa it satisfaisante lorsque la longueur de l'in terva lle  
(b—a) est de l'ordre de l'unité.

La fonction  à intégrer do it être program m ée à la ligne 5 0 :

50 DEF FN F(X) = X *X

Il faut ensuite introduire  au program m e les deux bornes a et b de l'in te rva lle  
d 'in tégration, puis le nom bre n de pas d 'in tégra tion  (nombre de sous-intervalles).

La valeur calculée est d 'au tan t plus précise que n est grand.

50 DEF FN F (X) = X 14 -
x:*CD 11 + 3 * X 3

1000 CLS
1010 PR INT TAB ( 5) ; "METHODE DES TRAF'EZ ES" : F'RINT : FRI NT

1020 INF’UT " A=" ; A
1030 INPUT "B=" ; B
1040 INF'UT "N=" ; N
1050 H = (B -  A) // N
1060 T = FN F (B)
1070 T = (T + FN F (A) ) /  9

1080 X = A
1090 FOR I = 1 T0 N - 1
1100 X = X + H: T = T + FN F ( X )
1110 NEXT I
1120 K = .0 0 1
1130 D = FN F (A + K) - FN F (A)
1140 D = D - FN F (B) + FN F (B - K)
1150 D = D * H / K // 12
1160 T = (T + D) * H
1170 PR INT : PRINT " L ” INTEGRALE VAUT: T
1180 PR INT : INPUT " VOULEZ -VOUS REUT IL  I BER LE F'ROGRAMM

1E ? :" ; Z$
1190 IF  Z$ = " 0 " THEN 1000
1200 END
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c. Exemples commentés

• E x e m p le  1 :

Soit à calculer l'in tég ra le :

■ 1 2

-- x2 dx 
. o

50 DEF FN F ( X) =SQR(1 —X♦ X) 

METHODE DES TRAPEZES

A=0 
B = 0 .5 
N~ 100

L ’ INTEGRALE VAUT:.478305736

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N 

On obtien t avec 100 pas d 'in tég ra tion :

I 0 ,478305736 

La valeur exacte est:

‘ 12

V I  x2 dx 71 - ^  0 ,478305739 
o 12 8

• E x e m p le  2 :

Soit à calculer l'in tég ra le :

(x14 8x n + 3x3 ) dx
. î

50 DEF FN F ( X >= X ' 1 4 -8 *  X 11+3* X" 3

METHODE DES TRAPEZES



A=1
B=2
N=500

L ’ INTEGRALE VAUT:-5 3 4 .2 9 3 3 2 1  

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N

La valeur exacte est :

Le résultat obtenu est assez précis, mais a été calculé avec 500  pas d 'in tég ra ­
tion, ce qui est déjà im portant, et nécessite un tem ps d 'exécution re la tivem ent 
long (entre une et tro is  m inutes selon l'ordinateur).

• E x e m p le  3 :

Soit à calculer :

50 DEF FN F (X) = X tS IN  (X ) 's2

METHODE DES TRAPEZES

A=1 
B=12 
N= 100

L 7INTEGRALE VAUT: 38 .5890 128

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:0 
METHODE DES TRAPEZES

A=1 
B=12 
N—1000

12
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L ’ INTEGRALE VAUT: 33 .5390 183

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N

La valeur exacte est:

12 1
x sin2 x dx -  — [288 — 24sin(24) — cos(24) — 2 + 2sin(2) + cos(2) |

J i 8

= 38,5890187

La valeur obtenue avec 100 pas d 'in tég ra tion  est déjà très précise.

Pour ob ten ir la précision maximale, il fau t cependant 1 0 0 0  pas d 'in tégra tion , ce 
qui nécessite un tem ps de calcul de plusieurs m inutes.

3. Méthode de Simpson

a. Principe

Sur chacun des n sous-intervalles de [a,b], la fonction  f  est remplacée par un arc 
de parabole.

^  . b — a „ .,
On pose h et x ; =  a + ih

2 n

Il y a donc (2 n + 1 ) points x ,, avec :

Xq a et X2n — b
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On peut alors m ontre r que sur l'in te rva lle  [x2i ,x2it2 I, l'intégrale :

• x2i f  2

f(x) dx
• x 2i

est approchée par:

T2j — —  |f(x2i) + 4f(x2i+1 ) + f(x2it2)| 

L'intégrale I vaut a lors:

n  1

I — T0 + T2 + T4 + ... + T2(n u =  £  T2 i

i o

L'approxim ation obtenue est d 'ordre h4.

b. Programme

L 'u tilisa tion est identique à celle du program m e précédent: la fonction  do it être 
program m ée à la ligne 50, il fau t in troduire  les bornes et le nombre de pas 
d 'in tégration.

50 DEF FN F ( X ) = X 14 -  9 !  X ‘ 11 + 3 * X 3
2000 CLS
2010 PRINT TAB( 5 ) ; "METHODE DE SIMPSON": PR INT : PR INT

2020 INF'UT " A=" ; A
2030 INF'UT " B=" ; B
2040 INF'UT " N=" ; N
2050 H = (B - A) / O /

/ N
2060 T = ( FN1 F (A) + FN F ( B ) ) /  2
2070 X = A
2030 FOR I =: 1 TO N 1i.
2090 X = X + H: T = T + r-y * FN F ( X)
2100 X = X + H: T = T + FN F ( X)
2110 NEXT I
2120 X = X + H: T = T + 2 * FN F ( X)
2130 T = 2 * H * T // T

2140 PRINT : PRINT " L ’ INTEGRALE V A U T :";T  
2150 PRINT : INF'UT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE F'ROGRAMM 

E?: " ; Z$
2160 IF  Z$ = "0 "  THEN 2000 
2170 END
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c. Exemples commentés

• E x e m p le  1 :

Soit à ca lcu ler:

I =  ( 11 , -  J --------  dx
J5 vx2 - 6x + 8 50 DEF FN F < X ) =1 /SQR ( X*X-6*X+S>

METHODE DE SIMPSON

A=5 
B=11 
N= 100

L'INTEGRALE VAUT:1.45170151 

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N

-  1,45170149

La valeur obtenue avec 100 pas d 'in tég ra tion  présente une erreur très faible.

• E x e m p le  2 :

Reprenons le calcul de:
‘ p
" (x14 - 8x11 + 3x3) dx 50 DEF FN F (X) =XA14-8*X/'l 1+3*X"'3

. i

METHODE DE SIMPSON

A=1
B=2
N=100

L’INTEGRALE VAUT:-534.283337 

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N

La valeur exacte est : 

8 + V63Log
2 + s/3
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L'erreur sur le résu lta t est com parable à celle obtenue avec la m éthode des 
trapèzes.

• E x e m p le  3 :

50 DEF FN F (X )= X *S IN (X }-'"2  

METHODE DE SIMPSON

A=1
B=12
N=100

L J INTEGRALE VAUT : 38 .5890 214  

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N

De même, la précision est approxim ativem ent celle donnée par la m éthode des 
trapèzes.

La m éthode de Simpson est cependant m eilleure que la m éthode des trapèzes 
lorsque la longueur de l’in tervalle d 'in tégra tion  est inférieure à 0,01 ; l'éva luation 
de la dérivée fa ite  par le program m e de la m éthode des trapèzes est alors trop 
grossière, et cette m éthode redevient d 'ordre h2.

4. Méthode de Villarceau

a. Principe

Cette m éthode est la dernière des m éthodes de Cotes que nous présenterons.

Elle repose tou jours sur un découpage en n sous-intervalles de [a ,b |, mais la 
fonction  est remplacée cette fo is par un polynôm e de degré 4.

On pose alors :

h = —— -  et Xj =  a + ih
4n
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On dém ontre alors que sur chaque intervalle |x4i ,x4i+4|, l'in tégra le  :

'  x4i + 4

f(x) dx
J X4 i

est approchée par :

2 h
T 4 i =  45 l ^ f ( x 4i )  +  32f (x4j + 1 ) +  1 2 f(x4i+2 ) +  3 2f (x4| + 3 ) +  7f(x4j+4 ) |

L 'in tégrale I vaut alors :

n 1

i =  Z  T4i
i 0

b
Cette approxim ation de f(x) dx est d 'o rdre h6.

. a

b. Programme

L 'u tilisa tion  du program m e est identique à celle des program m es précédents.

50 DEF FN F ( X ) = X " 14 -  8 * X 11 + 3 * X 3 
3000 CLS
3010 PRINT TAB < 5 ) ; "METHODE DE VILLARCEAU": PRINT : PRINT

3020 INF'UT " A=" ; A
3030 INF'UT "B=" ; B
3040 INF'UT "N=" ; N
3050 H = (B -  A) / 4 / N
3060 X = A: T — 7 1 FN F IA )
3070 FOR I = 1 TO N
3080 X = X + H: T = T + 7^ * FN F ( X )
3090 X 11 X + H: T = T + 12 * FN F ( X )
3100 X = X + H: T - T + TO * FN F ( X )
3110 X il X + H: T = T + 14 * FN F < X )
3120 NEXT I
3130 T = T - 7 * FN F (X )
3140 T = 2 * H * T / 45
3150 PR INT : PRINT " L ?INTEGRALE V A U T :";T  
3160 PR INT : INF'UT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PRQGRAMM 

E ? :" ; Z$
3170 IF  Z$ = "0 "  THEN 3000 
3180 END
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c. Exemples commentés

• E x e m p le  1 :

Reprenons le calcul de l'in tég ra le :

' 12
x sin2 x dx 

. 1

50 DEF FN F ( X > =X*S IN  ( X ) ""2 

METHODE DE VILLARCEAU

A=1
B=12
N=50

LT INTEGRALE VAUT:38 .5890188  

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N

Le résultat est trouvé à 10 7 près avec 50 intervalles alors qu 'il en fa lla it 1 0 0 0  
avec la m éthode des trapèzes.

• E x e m p le  2 :

50 DEF FN F(X)=X"'"14-S*X" 11+3*X"'"3 

METHODE DE VILLARCEAU

A=1
B=2
N=15

L ’ INTEGRALE VAUT:-5 3 4 .2 8 3 3 3 1

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?: 0 
METHODE DE VILLARCEAU
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A=1
B=2
N=25

L ’ INTEGRALE VAUT :-5 3 4 .2 8 3 3 4 6  

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N

L'in tégrale est trouvée à 2.1 O 6 près avec seulem ent 1 5 pas d 'in tégra tion , alors 
que la précision tom be à 13 .10  6 avec 25  pas: les erreurs num ériques l'em por­
ten t ici sur l'erreur de méthode.

d. Conclusion sur les méthodes de Cotes

Il existe beaucoup d 'autres form ules de Cotes (en fa it une in fin ité ) donnant des 
approxim ations d 'ordre h11 avec n >  6 .

Cependant, les erreurs num ériques dues à ces m éthodes peuvent annuler la 
précision supplém enta ire qu elles apportent. On utilisera en général une ving­
taine d 'in terva lles avec la m éthode de V illarceau, et une centaine d 'in terva lles 
avec les deux autres m éthodes; ces valeurs représentent un bon com prom is 
entre erreur de méthode, erreurs num ériques et rapidité.

Les form ules d 'ordre supérieur à 6 sont généralem ent peu utilisées, et on leur 
préfère la m éthode de Romberg.

5. Méthode de Gauss

a. Principe

Dans les m éthodes de Cotes, les n po in ts x ; in tervenant dans le calcul de la 
valeur approchée éta ient régulièrem ent espacés.

Dans la m éthode de Gauss, ces points ne seront plus équid istants, mais seront 
calculés de sorte que l'approxim ation soit exacte pour les polynôm es de degré 
inférieur à 2 n.

La form ule  est a lors:

I - £  A,f(x,)

où les coeffic ients A, sont égalem ent à calculer.
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b. Programme

Le calcul des po ints x, et des coeffic ien ts A, ne peut pas être effectué dans le cas 
général de façon sim ple par le program m e.

C'est pourquoi le program m e proposé est un cas particu lie r de la m éthode de 
Gauss u tilisan t n =  8 points.

Il fau t tou t d 'abord effectuer un changem ent de variable de manière à ramener 
l'in terva lle  d 'in tég ra tion  à | —1,1]. On pose donc:

2x — (b + a) , , b — a . b + a .
b — a 2 2

L'in tégrale s 'écrit a lors:

f(x) dx
b — a 

2 :*[
, b -  a ,
I - 2 -  lu

b + a 

2 ~
du

Les huit valeurs u, et les huit coeffic ients Aj sont alors indépendants de l'in te r­
valle d 'in tégra tion  choisi, et sont stockés dans le program m e

L’approxim ation de l'in tégra le  est alors :,

b a
Z  A ' f < ) U

b + a 

2

Le program m e ne demande donc plus que les bornes d 'in tégra tion  a et b, la fonc ­
tion étant tou jours program m ée à la ligne 50 :

50 DEF FN F(X) X+14 8*Xlll t 3*X^3

50 DEF FN FOX) = X 1 4 - 8 *  X 11 + 3 * X 3
4000 CLS
4010 FRINT TAE:( 5);"METHODE DE GAUSS" : PR INT : PR INT

4020 INPLJT "A=" ; A
4030 INPUT "B=" ; B
4040 RESTORE
4050 FOR I = 1 T0 4
4060 READ U ( I ) ,cm
4070 U (9 - I) = - U ( I) : C ( 9 - I ) = C ( I )
4080 NEXT I
4090 DATA -.96■02898564,0.1012285362, -0.7966664774,0.2

223310344
4100 DATA -0.5255324099,0.3137066459, -0.1834346424,0.

3626837833
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4110 T = 0
4120 FOR I = 1 TO 8
4130 T = T + C ( I )  *  FN F ( ( ( B  -  A) # U ( I ) + (B + A ) ) /

2 )
4140 NEXT I
4150 T = T * (B -  A) /  2 
4160 FRINT : PRINT "LT INTEGRALE V A U T :";T  
4170 FRI NT : INF'UT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMM 

E9 : " ; Z$
4130 IF  Z i  = "0 "  THEN 4000 
4190 END

c. Exemples commentés

• E x e m p le  1 :

50 DEF FN F ( X) =X' 14-S#X 11 + 3 IX '3

METHODE DE GAUSS

A=1
B=2

L ’ INTEGRALE VAUT :-5 3 4 .2 8 3 3 3 3

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N 

La valeur exacte de:

2 (x14 -  8xn + 3x3) dx 
1

est trouvée très rapidement.

Ceci est conform e au fa it que la form ule program m ée est exacte pour les poly­
nômes de degré inférieur ou égal à 1 5.

• E x e m p le  2 :

50 DEF FN c < X î =X ' 4+6*X 2-11

METHODE DE GAUSS
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L 7INTEGRALE VAUT : 3900.80001 

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N 

Le calcul théorique m ontre que:

195046x2 - 1 1 ) dx 3900,8
3 5

La légère erreur est une erreur num érique, et non une erreur de méthode.

• E x e m p le  3  :

Reprenons le calcul de l'in tég ra le :

’ 12

x sin2 x dx
. 1

50 DEF FN F(X)=X*SIN(X>" "2

METHODE DE GAUSS

A=1
B=12

L 7INTEGRALE VAUT:38 .9999 323

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N 

Le résultat n 'est obtenu qu'à 1 % près environ.

d. Conclusion

A nombre d 'in terva lles n égal, la m éthode de Gauss est plus précise que les 
méthodes des trapèzes et de Simpson.

M alheureusem ent, avec n =  8 intervalles, la précision est inacceptable pour les 
fonctions autres que les polynômes.

L'usage de la m éthode de Gauss sera donc réservé à ces derniers: les résultats 
seront alors fourn is très rapidem ent et avec une grande précision,
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6. Méthode de Romberg

a. Introduction

Le principa l inconvénient des m éthodes précédentes réside dans le fa it que l'on 
ne connaît pas la précision du résultat.

La m éthode de Romberg perm et de choisir à priori cette précis ion ; les itérations 
se fon t alors jusqu'à obtention  de la précision demandée.

b. Principe

Cette m éthode repose sur une u tilisa tion  orig inale de la m éthode des trapèzes.

Étant donné un pas h, une estim ation T0(h) de l'in tégra le  I cherchée peut être 
obtenue par cette méthode.

Si l'on divise le pas h par 2, l'es tim ation  T0( -— ) sera plus précise et on peut de 

même calculer T 0 ( ), T 0 ( g ),... et T0 ( ÿ~n ).

Cette suite converge vers I.

On dém ontre que l'on peut obten ir une deuxième suite T, ( )

T , ( 4 v  ) est une m eilleure approxim ation de l'in tégra le  que T0 ' ^
2k

T, ( ——- ) par la form ule :
2 . -  . h

h > 4To< 2 k* 1

2k

pour laquelle 

). On obtien t

T i ' 4 - 1
k €  10,n—1

On peut de la même manière obten ir une tro is ièm e su ite :

h
~2*

42T ( -  - ) -  T
^ 1 1 1 2k^ 1 1

42 -  1

< G r> k G (0,n—2 1
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et d'une manière générale :

TP(
h
2F

4p T,
p - 1 >k+1 ) — Tp-i

4P -  1
k €  10,n—p |

On peut alors constituer le tableau su ivant:

T0(h)

T t (h) 

T2 ( h )

.......................T0( h ) T  / h
2 n  2 ' 1 0 ' 2 n

...................... T ,( h i h
n n  2 f 1 11 2n

t 2( | )  .......................t 2( 2 hT )

T„ 1 (h) Tn. , ( | - )

T »

On dém ontre que la suite Tk(h) converge bien plus rapidem ent vers I que la suite

U tilisation  de la m éth o d e

On com m ence donc par calculer T0(h) (par la m éthode des trapèzes).

On calcule ensuite T0 ( ^  ) et on en déduit T, (h), puis T0 ( ^  ), T, ( ^-) et T2 (h)...

Plus généralem ent, on ob tien t le tableau d'ordre (n + 1) à partir du tableau

d'ordre n en calcu lant Tn( — ;- ) et en en déduisant les Tk( — —, - -  ) où k appar-
u 2 04 * 2 n+

tient à l'in terva lle  [ 1,n + 1 |.

Le calcul est term iné lorsque la d ifférence entre Tn+1 (h) et Tn(h) est inférieure à 
une lim ite  fixée.

c. Programme

La fonction à in tégrer do it être défin ie à la ligne 50 du program m e :

50 DEF FN F(X) = LOGO+TAN(X))
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On fou rn it ensuite au program m e les valeurs a et b des bornes de l'in terva lle 
d 'in tégra tion , ainsi que la précision désirée, sous form e d 'un nom bre p compris 
entre 1 et 8 (la précision correspondante est alors de l'ordre de 1 0 ~p).

50 DEF F N F < X ) = X •" 14 -  B * X 11 + 3 * X 3 
5000 CLS
5010 FRINT TAB ( 5 ) ; "METHODE DE ROMBERG": FRINT : PR INT

5020 INF'UT " A=M;A 
5030 INF'UT "B=" ; B
5040 INF'UT "PRECISION (1 A 8 ) : " ; E : E  = 10 "" ( -  E)
5050 N = 1 : T ( 0 , 0 )  = <B -  A) * ( FN F(A)  + FN F ( B ) )  /  2

5060 H = (B -  A) /  (2 '■ N) : X = A
5070 T ( 0, N ) = ( FN F(B)  + FN F ( A ) )  /  2
50SO FOR I = 1 TO (2 N) -  1
5090 X = X + H: T ( 0 , N ) = T ( 0 , N )  + FN F ( X )
5100 NEXT I
5110 T ( 0 , N) = T ( 0 , N) # H 
5120 FOR F = 1 TO N 
5130 K = N -  F
5140 T( P , K)  = ( (4 F') % T (F' - 1, K + 1) -  T (P -  1, K) )  /

( (4 P) -  1)
5150 NEXT F
5160 IF  ABS (T (N, J) -  T (N - 1 , 0 ) )  < E THEN 5190
5170 IF  N < 9 THEN N = N + 1: GOTO 5060
5190 PRINT : F'RINT "LA PRECISION NE PEUT ETRE QUE 1E";

1 + INT ( LOG ( ABS (T(N, 0) -  T(N -  1 , 0 ) ) )  / LOG
( 10) )

5190 PRINT : F'RINT " L ’ INTEGRALE V A U T : " ; T ( N , 0 )
5200 PRINT : INF'UT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE F'R'OGRAMM

E ^ : Z $
5210 IF  Z$ = "0 "  THEN 5000
5220 END

d. Exemples commentés 

• E x e m p le  1 :

50 DEF FN F (X) =X*SIN (X) "'2

METHODE DE ROMBERG
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A=1
B=12
PRECISION (1 A 8 ) :7

L ’ INTEGRALE VAUT: 38 .5890137

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N

La valeur à 1 0 7 près de l'in tégra le  :

' 12
x sin2 x dx

. 1

est obtenue assez rapidem ent, alors qu ’il fa lla it 1 0 0 0  intervalles par la m éthode 
des trapèzes.

• E x e m p le  2  :

La valeur exacte de l'in tég ra le :

ïï/4
I = In (1 + tg x) dx

. o

est: 50 DEF FN F ( X) =LOG( 1+TAN( X))

1 = 4  Log 2 = 0,272198261 
8

METHODE DE ROMBERG

A=0
B=.78539S163 
PRECISION (1 A S ) : 1

L ’ INTEGRALE VAUT: .2 7 2 1 9S261

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:0 
METHODE DE ROMBERG

A=0
B = .785398163 
PRECISION <1 A 8 ) :S

L ’ INTEGRALE VAUT:.272198261

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME'7’ : N
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Avec la précision la plus faible ( 1 ), le program m e trouve déjà la valeur exacte (et 
ceci très rap idem ent); un second calcul avec la précision m axim ale perm et de le 
vérifier.

• E x e m p le  3 :

50 DEF FN F<X)=X 1 4 - 9 * X ' " l t + 3 * X " 3  

METHODE DE ROMBERG

A=1
B=2
PRECISION (1 A 8 ) :6

L ?INTEGRALE VAUT:-5 3 4 .2 8 3 3 3 5

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:0 
METHODE DE ROMBERG

A= 1 
B=2
PRECISION (1 A 8 ) :7

LA PRECISION NE PEUT ETRE QUE 1E-6

L 7INTEGRALE VAUT :-5 3 4 .2 8 3 3 3 3

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N

L'erreur obtenue est de 2.1 0 6 alors qu 'une précision de 6 avait été demandée.

Ceci provient du fa it que le test d 'e rreur se fa it sur la d ifférence entre deux 
valeurs successives des approxim ations, et non entre l'approxim ation et la valeur 
exacte, puisque cette dernière n'est pas connue.

En dem andant une précision n, le program m e ne fou rn it donc pas toujours le 
résultat avec la précision 10 n; cependant une précision de 10 _tn 11 est la plupart 
du tem ps obtenue.

Lorsqu'une précision demandée ne peut être a tte in te , le program m e le signale, et 
indique égalem ent l'ordre de grandeur de la précision obtenue.
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Dans ce cas, le program m e étab lit le tableau des approxim ations à l'ordre 10 et 
le tem ps de calcul est de l'ordre de quelques m inutes (environ tro is  m inutes pour 
l'exemple).

7. M é th o d e  discrète des trapèzes

a. Introduction

Tous les program m es précédents perm etten t l’ in tégration de fonctions dont on 
connaît l'expression f(x), valable en tou t point x de leur domaine de défin ition.

Mais il existe des fonctions dont on ne connaît la valeur qu'en un nombre fin i de 
po in ts : ce sont les fonctions discrètes.

Nous allons donc exam iner l'adapta tion  de la m éthode des trapèzes et de la 
méthode de Simpson à ce type de fonctions.

b. Principe

On connaît les valeurs f(x j) prises par la fonction  en n points x, non nécessaire­
ment équidistants.

L'intégrale :

' 1

f(x) dx
xi

est alors approchée par:

T, y  (Xj , , — Xj) (f(Xj) + f(xj + ! )) 

et l'on a donc :

n 1
Xn f (x) dx = £  T,

c. Programme

Il faut fourn ir au program m e le nombre n de points, les valeurs x( et f(Xj) 
correspondantes.
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Le program m e peut tra ite r jusqu'à cent points. Il est possible d 'augm enter ce 
nom bre en m od ifian t la ligne 10. L 'adjonction de cent po in ts supplém entaires 

nécessite cependant environ 1 Koctets de mémoire.

10 DIM X ( 1 0 0 ) , Y (100)
6000 CLS
6010 PRINT TAB( 5 ) ; "METHODE DISCRETE DES TRAPEZES": PRINT 

: PRINT
6020 INF'U T "N=" ; N
6030 FOR I = 1 TO N
6040 PRINT " X " ; I ; : INPUT " = " ; X ( I )
6050 F'RINT " F ( X " ; I ; :  INF'UT *’ ) = " ;  Y f I )
6060 NEXT I 
6070 T = 0
6080 FOR I = 1 TO N -  1
6090 T = T + ( X ( I + 1) -  X ( I ) )  * ( Y ( I ) + Y ( I + 1))
6100 NEXT I
6110 F'RINT : F’RINT " L ’ INTEGRALE VAUT: " ;  T /  2 
6120 F'RINT : INF'UT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE F'ROGR'AMM 

E ? : " ; Z $
6130 IF  Z$ = "0 "  THEN 6000 
6140 END

d. Exemples commentés 

• E x e m p le  1 :

METHODE DISCRETE DES TRAPEZES

N=5 
X 1 = 1 
F ( X 1 ) = 1
X2=2 
F ( X 2 >=4 
X3=5
F ( X3) =25 
X4=7
F ( X4) =49 
X5= 10 
F ( X 5 ) - 1 0 0

1 7 2



L ’ INTEGRALE VAUT: 3 4 3 .5

VÜULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:O 
METHODE DISCRETE DES TRAPEZES

N=6 
X 1 = 1 
F ( XI)=1 
X2=2 
F ( X2)=4 
X3=5
F ( X3)=25 
X4=7
F ( X 4)=49
X5=10
F ( X5) =100
X6=20
F ( X6 ) =400

L ’ INTEGRALE VAUT:2 8 4 3 .5

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N

Nous avons tou t d 'abord cherché une estim ation de
10

x2 dx, qui vaut 333 , en
1

prenant les valeurs de la fonction  aux points 1, 2, 5, 7 et 10.

Le résultat obtenu est 3 4 3 , 5 :  l ’approxim ation est grossière car les points sont 
peu nombreux.

Avec six points, le program m e donne 2 8 4 3 ,5  pour
20 „

x2 dx qui vaut 2666 ,33 ... 
1

• E x e m p le  2 :

Nous allons m ontrer dans cet exemple une application de la m éthode à un 
exemple concre t: la charge d'une batterie.

L'expérience est donc la su ivan te : une batterie est chargée pendant quinze 
heures, l'in tens ité  i la traversant é tant mesurée à certains instants tk. On se 
propose alors de déterm iner la charge q emmagasinée par la batterie (en nég li­
geant les pertes).

La charge to ta le  de la batterie  est donnée par:

q = i(t) dt
<o
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Il su ffit donc d 'in trodu ire  au program m e la date des instants t k en heures, les 
in tensités correspondantes ik en ampères, et il fourn ira  une estim ation de la 
charge en A.h.

Voici le relevé expérim ental :

t (en h) 0 0,25 0,5 1 4 10 13 14 14,5 15

i (en A) 4 3 2,7 2,5 2,4 2,3 2,1 1,8 1,5 1

Ce qui correspond à la courbe suivante :

METHODE DISCRETE DES TRAPEZES

N= 10
X 1=0 
F ( X I ) =4
X 2= .25 
F ( X 2 ) =3 
X3=. 5 
F < X3 ) =2 . 7  
X4 = l
F ( X 4 ) =2 . 5  
X5=4
F ( X 5 ) = 2 . 4  
X6=10 
F (X 6 ) =2 . 3  
X7=13 
F ( X7) =2 . 1 
XS= 14
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F <X8 ) = 1 ■8  
X 9=14 .5 
F ( X 9 ) = 1 . 5  
X10=15 
F ( X10 ) = 1

L ’ INTEGRALE VAUT: 3 4 .3 3 7 5  

V0ULE2-VDUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N 

Le program m e fou rn it le résultat q =  34 ,3  Ah.

8. Méthode discrète de Simpson

a. Principe

Cette m éthode est la généralisation de la m éthode de Simpson aux fonctions 
discrètes.

Il faut ici que le nombre de valeurs x, soit im pair : 2 m + 1.

On dém ontre alors que:

T2i
*2i t  1

f(x) dx
x2i 1

hl + h; 
6h,

[ (2h-, -  h2) f(x2i 1 ) + +-~-^ f(x2i) + —1 (2h2 -  h, ) f(x2 it , ) ]
L h„ J

avec :

h1= x 2j —x2i_i et ^2 — x2i  ̂i — x2i

et par suite :

f x2m+1 ™
l=  - .......f(x) dx =  £  T 2

' X1 i 1

Cette form ule est exacte pour les polynôm es de degré 2.

b. Programme

L'u tilisa tion du program m e reste en tou t po in t identique à celle du program m e 
précédent.
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Si le nom bre n de points est pair, la m éthode de S im pson est appliquée sur les 
(n — 1 ) prem iers points ; la m éthode des trapèzes est alors utilisée sur le dernier 
intervalle, ce qui en général a ffa ib lit la précision.

On aura donc intérêt à u tiliser autant que possible le program m e avec un nombre 
im pair de points.

D 'autre part, plus le nombre de points est im portant, m oins la perturbation 
causée par la m éthode des trapèzes est sensible.

10 DIM X ( 1 0 0 ) , Y (100)
7000 CLS
7010 PRINT T AB ( 5 ) ; "METHODE DISCRETE DE SIMPSON": PR INT 

: PRINT
7020 INPUT " N - " ; N: PR INT : IF  N < 3 THEN 7020
7030 FOR I = 1 T0 N
7040 PR INT " X " ; I ; : INPUT " = " ;  X ( I )
7050 PR.INT "F ( X " ; I ; : INPLJT " ) = " ; Y ( I )
7060 NEXT I 
7070 T = 0
7080 FOR I = 1 TO N -  2 STEP 2
7090 H = X <I + 1) -  X ( I ) :  K = X ( I + 2) -  X ( I + 1)
7100 T = T + ( (2  * H -  K) * Y( I>  + ( (H + K) 2) # Y ( I +

1) /  K + H /  K * (2 * K -  H) * Y ( I + 2) > * (H + K) /
6 /  H

7110 NEXT I
7120 IF  INT (N /  2) = N /  2 THEN T = T + <X (N) -  X (N -

1 ) ) * (Y (N) + Y (N -  1>) 7 2
7130 PR INT : PR I NT " L 7 INTEGRALE VAUT: " ; T  
7140 PRINT : INF'UT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE F'ROGRAMM 

E ? : " ; Z$
7150 IF  Z$ = "0 "  THEN 7000 
7160 END

c. Exemples commentés

METHODE DISCRETE DE SIMPSON

N=5

X 1 = 1 
F ( X1 ) = 1
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X2=2 
F ( X 2 ) =4 
X3=5
F ( X3) =25 
X4=7
F ( X4) =49
X5=10
F ( X 5 )=100

L 7INTEGRALE VAUT:333

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:0 
METHODE DISCRETE DE SIMPSON

N=6

X 1 = 1 
F < X1)=1 
X2=2 
F ( X2 ) =4 
X3=5
F ( X3 ) =25 
X4=7
F ( X 4) =49
X5=10
F ( X5 ) =100
X6=20
F ( X 6 )=400

L ’ INTEGRALE VAUT:2833

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?: N

METHODE DISCRETE DE SIMPSON

N= 10

X 1=0 
F ( X I ) =4 
X 2= .25 
F ( X2> =3
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7
X3=. 5 
F ( X3) =2 .
X4=l 
F ( X4) = 2 . 5  
X5=4
F ( X5 > = 2 . 4
X6=10
F ( X 6 ) = 2 . 3
X 7 = 13
F ( X 7 )= 2 . 1 
X8=14 
F ( X8 ) = 1 .8  
X9=14 .5  
F ( X 9 ) = 1 . 5
XI 0=15
F ( X10 ) = 1

L ’ INTEGRALE VAUT:34 .0972 223  

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N

Nous avons repris le calcul des intégrales étudiés avec la m éthode des trapèzes.

Dans le prem ier cas, le résultat est exact : en effet le nom bre de po ints utilisés est 
im pair et la m éthode de Simpson donne tou jours un résu lta t exact pour les po ly­
nômes du second degré.

Dans le deuxième cas, le résultat, m eilleur que celui obtenu par la m éthode des 
trapèzes, reste re lativem ent imprécis, car le nom bre de po ints é tant pair, la 
m éthode de Simpson n'est appliquée qu 'entre  1 et 10.
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9. Conclusion

Des cinq m éthodes que nous avons étudiées pour l'in tégra tion  des fonctions 
continues, notre préférence va à la m éthode de Romberg.

Celle-ci perm et de s 'a ffranch ir du nom bre d 'in terva lles à utiliser et surtou t de 
connaître un ordre de grandeur de la précision du résultat.

Nous retrouverons d 'a illeurs cette m éthode dans le chapitre suivant consacré aux 
séries de Fourier.

En ce qui concerne les fonctions discrètes, la m eilleure m éthode est bien 
entendu celle de Simpson.
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Séries
7 de Fourier

7. In tro d u c tio n

Le fa it qu'une fonction  périodique puisse s 'exprim er sous form e d'une somme de 
fonctions sinusoïdales n'est pas un résultat qui laisse ind iffé ren t : com m ent peut- 
on obten ir de cette manière un signal carré, triangula ire  ou en dent de scie?

Et pourtant, la p lupart des fonctions périodiques (de période T) peuvent se 
décom poser selon leurs harm oniques fondam entales, c 'est-à -d ire  se développer 
en série de la form e :

2 TT
f(x) -  a0 + £  (an cos n —  x

, . 2 Tt >bn sin n —  x) 
T

De te lles séries sont appelées séries de Fourier.

Nous com m encerons par nous intéresser au calcul des coeffic ien ts an et bn de la 
série de Fourier d 'une fonction  f.

Nous représenterons ensuite le spectre de la fonction , qui perm et d 'apprécier 
entre autre la rapidité de convergence de la série de Fourier.
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Le tro is iè m e  p ro g ra m m e  représentera  le s igna l d é fin i par les co e ffic ie n ts  de sa 
série de F o u rie r; nous pou rrons  a lo rs co m p a re r d ire c te m e n t le s igna l re cons titué  
avec le s igna l in itia l.

Nous te rm in e ro n s  ce tte  é tude  avec l'exam en de d ivers  exem ples.

Pour u tilis e r les tro is  p rog ram m es  s im u lta n é m e n t, ce qu i est ici p a rtic u liè re m e n t 
in té ressan t p u isq u 'ils  son t in te ra c tifs , il fa u t rem p lace r chaque in s tru c tio n  END 

par l'in s tru c tio n  GOTO 1 0 0  e t a jo u te r le m e n u :

100 TEXT : CLS
110 PRINT TAB( 5 ) ; "SERIE DE FOURIER": PR INT 
120 PRINT : PRINT " 1 -  CALCUL DES COEFFICIENTS"
130 PRINT : PR INT " 2 -  REPRESENTATION DU SPECTRE"
140 PR INT : PRINT " 3 -  SYNTHESE DU SIGNAL"
150 PRINT : PRINT " 4 -  F IN "
160 PR INT : I NF'UT " VOTRE CH01X : " ; E
170 ON E GOTO 1 0 0 0 ,2 0 0 0 ,3 0 0 0 ,4 0 0 0  
130 GOTO 100 
4000 END

L 'ensem ble  nécess ite  env iron  6 K o c te ts  de m ém oire .

2. Calcul des coefficients

a. Principe

Lorsqu 'une fo n c tio n  pé riod ique  f de période  T adm et un d é ve lo p p e m e n t en série 

de Fourier, ce lu i-c i est un ique. Les co e ffic ie n ts  son t a lors donnés p a r:

r I \ / ^71 | TT i
f(x) =  a0 + £  (an cos n —  x + bn sin n —  x)

n 1

avec :

3 n  —

2
an= -

T

2  f (x) dx
T_

2

¥  f(x) cos (n x) dx 
t T

2 2

f  T 2 TT
2  f (x) sin (n ---- x) dx
T T
2J
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Le ca lcu l des in tég ra les  sera e ffec tué  par la m é thode  de R om berg , é tud iée  dans 

le ch a p itre  p récéden t. R appelons s im p le m e n t que ce tte  m é thode  p e rm e t de ch o i­

s ir la p réc is ion  des résu lta ts .

b. Programme

La fo n c tio n  f d o it ê tre  dé fin ie  à p a rtir  de la ligne  1 9 0 0  du p rog ram m e sous la 

fo rm e  :

1900 Y 0
1910 IF X > PI AND X < 0  THEN Y=^PI/4 
1920 IF X >0  AND X < PI THEN Y PI/4 
1930 RETURN

Ceci co rrespond  au s igna l ca rré :

Il est im p o rta n t que les p o in ts  de d is c o n tin u ité  de la fo n c tio n  so ien t a ffec tés  de la 

va leu r 0 ;  les ca lcu ls  des in tég ra les  son t dans ce cas les p lus précis.

Il fa u t ég a le m e n t p réc ise r la période de la fo n c tio n  à la ligne  1 9 5 0  du 

p rogam m e :

1950 f  2*PI

R e m a r q u e : C erta ins in te rp ré te u rs  BASIC  ne possèden t pas la va leu r de la cons­

ta n te  PI ; il fa u t a lors la d é fin ir  au d ébu t du p rog ram m e, par exem p le  :

5 PI 3.1415926536

Le p ro g ra m m e  dem ande ensu ite  le nom bre  de te rm es  à ca lcu le r (égal au plus à 

20 ) a insi que la p réc is ion  désirée.
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10 c ~ 97O . = 1 5 9 :P I = 3 .1415926536
20 DIM A (20) , B (2 0 ) , C (20) ,F'(C) , AF (20)
100)0 CLS
1010 PRINT TAB( 5) ; "CALCUL DES COEFFICIENTS": PRINT
1020 PRINT : PRINT " 1 -  DEFINITION DE LA PONCTION"
1030 PRINT : PRINT " 2 -  CALCUL DES COEFFICIENTS”
1040 PRINT : INF'UT "VOTRE CHOIX : " ; E
1050 IF  E = 1 THEN LIST 1900 -  1999: END
1060 GOSUB 1950
1070 PRINT : INF'UT "NOMBRE DE TERMES A CALCULER: NB: PR INT

1080 IF  NB < 1 OR NB > 20 THEN 1070 
1090 INF'UT "PRECISION (1 A S ) : " ; E :  PRINT 
1100 FOR Q = 0 TO NB 
1110 PRINT
1120 N = 0 : A = -  T /  2 :T 2  = T /  2000
1130 X = A: GOSUB 1900: Y A = Y * COS (2 * F'I * Q I  X /

T)
1140 X = -  A: GOSUB 1900: YB = Y * COS (2 * F'I * 0 * X

/  T)
1150 T (0 ,0 )  = T * (YA + YB) /  2 
1160 N = N + 1 : H = T /  (2 A N)
1170 T ( 0 , N) = (YA + YB) /  2 
1130 FOR I = 1 TO (2 N) -  1 
1190 X = A + I * H 
1200 IF  ABS (X) < T2 THEN X = 0 
1210 GOSUB 1900
1220 T (0 , N) = T (0 , N) + Y * COS (2 # PI * Q * X /  T)
1230 NEXT I
1240 7 (0 ,  N) -- 7 ( 0 ,  N) # H 
1250 FOR P = 1 TO N 
1260 K = N -  P
1270 T (P, K) = Ç (4 P) * T (P ~ 1, K + 1) - T (P - 1, K) ) /

( (4 A P) -  1 î 
1280 NEXT P
1290 IF  (N < 4) OR (Q = 8 AND N < 5) OR (Q = 16 AND N <

65 THEN 1160
1300 IF  ABS ( T (N,0 )  -  T(N -  1 , 0 ) )  < 10 " ( -  E) THEN 

1340
1310 IF  N < 10 THEN 1160
1320 PR = 1 + INT ( LOG ( ABS (T (N ,0 )  -  T(N -  1 , 0 ) )  *

2 /  T) /  LOG (1 0 ) )
1330 IF  ( -  PR < > E) THEN PRINT "LA PRECISION NE PE

UT ETRE QUE 1E";PR
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1340 A(Q) = T (N ,0) * 2 / T
1350 IF ABS (A(G)) < 1E - 8 THEN A(Q) = 0
1360 IF D s O THEN AfO) = A(0) / 2s PR INT "A0="; A (0): GOTO 

1630
1370 PR INT "A ";Q ;" = "; A (Q)
1330 M = 0
1390 X = A; GOSUB 1900:YA = Y t S IN (2 * PI * Q * X /

T)
1400 X - - A; GOSUB 1900; YB = Y * SIN (2 * F'I * Q * X

/ T)
1410 T (0,0) = T * (YA + YB) / 2 
1420 N - N + 1 : H = T / (2 "" N)
1430 KO, N) = (YA + YB) / 2 
1440 FOR I =  1 T O  (2 "" N) -  1 
1450 X = A -!• I * H 
1460 IF ABS (X) < T2 THEN X = 0 
1470 GOSUB 1900
1430 K O ,  N) -  T ( 0, N ) + Y * SIN (2 * F'I * Q * X /  T)
1490 NEXT I
1500 T ( 0, N ) = T (0,N) * H 
1510 FOR P = 1 TO N 
1520 K = N - P
1530 T (P, K) = ( (4  P) * T (P -  1, K + 1) -  T (P -  1,10) /

( (4 FO - 15 
1540 NEXT F'
1550 IF (N < 4) OR (G = 8 AND N < 5) OR (Q = 16 AND N <

6) THEN 1420
1560 IF ABS (T (N , 0) - T (N - 1,0)5 < 10 "" ( - E) THEN 

16 0 0
1570 IF N < 10 THEN 1420
1580 PR = 1 + INT ( LOS ( ABS (T(N50) - T(N - 1,0)) *

2 / t ; / LOG (10))
1590 IF ( - PR < > E) THEN PR INT "LA PRECISION NE PE

UT ETRE GUE JE11; PE 
1600 B(Q) = T(N,0) * 2 / T
1610 IP ABS (B(D)î < 1E - S THEN B(G) = 0 
1620 PEINT "B";G;"=";B(Qi 
1630 NEXT Q 
1640  CL5

1650 FOR Q = 0 TG NB 
1660  F R I NT " A " ; G ; ; A ( G ) ;

1670  IF ü = 0 THEN PEINT ; GOTO 1690 
1680  PR I NT TAB ( 20  ) ; " B " ; Q ; " = " ; B Q ï 

1690  IF NB X 11 THEN PE IN T 

1700  NEXT Q
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1710 PRINT
C . • i » 7 -±L~ « S - ̂

: INFOT "VU!!LFZ-yQI!F REIITII ISER LE PRIIRR

1720 IF Z$  ̂
1730 END

= "0" THEN 1000

1910 IF X > - PI AND X < 0 THEN Y = - P I  / 4
1920 IF X > 
1930 R E T UR N

hiND X PI THEN Y = F'I / 4

1950 T = 2 # 
iqao RFTURN

C- T

3. Représentation du spectre

a. Principe

Nous avons vu que la série de Fourier d'une fonction f s'écrivait sous la form e:

~ 2 7T 2n
f(x) =  a0 + £  cos n —  x + bn sin n — x)

n — 1

Elle peut encore s'exprimer ainsi:

f(x) =  £  ck eik- r x

k -  —ce

où les coefficients ck sont complexes et donnés par :

co — ao 

c _  ak - 'b k
k -  — 2 ~

_  ak + ibk 
c . _ k — — = --------

a0 — c0 

a k =  c k +  c  k

bk =  i(ck -  C_k)

avec k >  0

Le module du coeffic ient ck représente en quelque sorte le "po ids ” de l 'harm o­
nique k dans le développement de f  en série de Fourier.

Portons alors sur un graphe les modules des coefficients ck en fonction de la 
fréquence : nous obtenons le spectre de la fonction f.
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Un spectre se présente donc sous la forme d'une suite de segments parallèles 
(que l'on appelle raies); chaque segment correspond à un harmonique et sa 
longueur est proportionnelle au module du coeffic ient ck.

Il est possible d'apprécier la convergence de la série en considérant la décrois­
sance des raies; plus celle-ci est rapide, plus la convergence de la série vers la 
fonction l’est également,

b. Programme

Le programme trace le spectre sur l'écran à partir soit des coefficients calculés 
par le programme précédent, soit de coefficients qui lui sont fournis.

Il faut ici encore préciser le nombre de raies à représenter (au plus égal à 2 0 ).

Le programme utilise la haute résolution graphique de l'ordinateur, et voici la 
signification des commandes graphiques employées:

-> HIRES: place l'ordinateur en mode haute résolution.

-> TEXT : place l'ordinateur en mode texte. (Certains ordinateurs ne distinguent 
pas mode texte et mode haute résolution.)

-> LINE(A,B)-(C,D) : trace un segment de droite entre les points de coordonnées 
(A,B) et (C,D).

Ces instructions (ou leur équivalent) sont présentes sur la plupart des micro­
ordinateurs; il ne devrait donc pas y avoir de difficultés d'adaptation.

Pour conserver un facteur d'échelle constant et permettre des comparaisons 
directes entre différents spectres, nous avons systématiquement affecté la 
longueur maximale des segments (soit dix unités) à l 'harmonique de coefficient 
IcJ le plus élevé; celui-ci est en général le terme fondamental (ordre 1).

10 c = 279 :L = 159:PI = 3=1415926536
20 DIM A (20 ,8(20),C (20),P(C),A F (20)
2000 CL5
2010 PF; INT TAB( 5);"REPRESENTATION DU SPECTRE": PR INT

2020 PR INT PR INT "1- UTILISATION DES COEFFICIENTS DE
JA"

2030 PEINT 1 CALCULES"
2040 PEINT PR INT "2- INTRODUCTION DES COEFFICIENTS"
2050 PR INT I M P O T  "VOTRE CHOIX:";E

2060 IF E = 1 THEN 2210
•'O "7 O PEINT
20 S0 IMPOT 1 NOMBRE DE TERMES;";NB
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2090 IF NB < 1 OR NB > 20 THEN 2070
2100 PR INT
2110 INPUT "AO:"; A (0)
2120 C(0) = ABS (A (0);
2130 PR INT
2140 FOR I = 1 TO NB
2150 PRINT "A"; I ;
2160 INF'UT A(I)
2170 PRINT "B"; I ;
2 ISO INF'UT B(I)
2190 PR INT
2200 NEXT I
2210 MX. = 0
2220 FOR I = 1 TO NB
2230 Cd>  = SQR (Ad) * Ad) + Bd) * Bd))
2240 IF OU)  > MX THEN MX = Cil)
2250 NEXT I
2260 IF MX = 0 THEN 2070
2270 FOR I = 1 TO NB
22S0 Cil! = Cd)  / MX * (L - 20)
2290 NEXT I
2300 E “ INT ((C - 20) / (MB + 1 ) )
2310 TEXT : MIRES
2320 XA = 10:YA = L - 10
2'TT (") LINE(XA,0) - (XA,Li
2340 LINE (XA + (NB + 1) * E.,0) - ( X A (NB + 1) * E ,L )
2350 LINE(0,YA) - (2 * XA + (NB + i) * E, Y A )
2360 FOR I = 1 TO NB
2370 L.G = 3
T Q D IF (I / 5) = INT (I / 5) THEN LG = 6

2390 LINE(XA + I * E,YA) - (XA + I * E, YA + LG)
2400 NEXT I
2410 FOR I = 1 TO 10
2420 LG = 3
2430 IF (I / 5) = INT (I / 5) THEN LG = 6
2440 LINE(XA,YA - I * (L - 20) / i o ; - (XA - LG,YA - I

2450 LI.NE.iXA + (NB + 1) Y c., Y A - I *: ! i
L. — 2 0 ) / 10 )

..G + XA + (NB + 1) * E, YA - I * [ L - 20) / 10)
2460 KlIT VT Ti y i— a i x
2470 FOR I ■- 1 TO NB
2480 L1 NE ( X A + I t - E ,  ■/ft ) ~ ( X h + I t F , Y H “  C ( I ) )
2490 NEXT I
2500 INPUT "VOULEZ-VOUS REUTILI SE R i_  l_ PROGRAMME?:Z$
O  CT ■» f - TEXT
v ) j  ̂  ij IF =  "ij" T Ht N vjuij
r ~ n r p , END
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4. Synthèse du signal

a. Principe

Nous nous sommes intéressés jusqu'à présent à la transformation de la fonction 
f  en sa série de Fourier; nous allons maintenant adopter la démarche inverse: à 
partir des coefficients de Fourier, nous allons calculer puis représenter la fonction 
f.

Ceci nous permettra en particulier de vérifier les résultats des calculs et d'appré­
cier la rapidité de convergence de la série de Fourier vers la fonction.

b. Programme

Le programme peut ici encore utiliser des coefficients qui lui sont fournis ou les 
coeffic ients déjà introduits ou calculés par l ' intermédiaire de l'un des 
programmes précédents.

Les harmoniques sont additionnés les uns après les autres, il est donc possible 
de visualiser tous les intermédiaires de la reconstitu t ion : cependant, pour éviter 
une saturation de l'écran, nous avons prévu la possibilité de choisir les courbes 
que l'on désire superposer sur l'écran.

Afficher la courbe 7 signifie donc tracer la fonction obtenue en som m ant les sept 
premiers harmoniques (avec éventuellement la composante continue correspon­
dant au terme a0).

10 C = 2 7 9 ;L = 1 5 9 :PI = 3 .14159 26536
) DIM A (20 , B (2 0 ) , C ( 2 0 ) , p ( C > , A F ( 2 0 )

T i h 'X CL S
_ri(- ) 1 c. PR INT TAB ( 5) ; "SYNTHESE DU SIGNAL": PRINT
T , 13 f PR INT PR INT " 1 -  UTILISATION DES COEFFICIENTS"

>3C PR INT 1 PRECEDENTS"
3* )4C PR INT PR INT " 2 -  INTRODUCTION DES COEFFICIENTS'
3,1 -, t r  i’ -.j '. F'RI NT I NF'UT "VOTRE C H O IX :" ;E
" ri ; )£>'[ TC C" — 1 T HE N 3 2 0 0

; 7 PR INT
)£:>; IN F'U T 1 NOMBRE DE TERMES s"; NB
ï 9C IF  NE ' 1 OR NB > 20 THEN 3070
OC PR INT
1. C I NF'UT ' A O : " ;  A ( 0 )

l 2C PR INT
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3130 FOR I = 1 Tü NB 
3140 PRINT "A" ; I ;
3150 INPUT A(I)
3160 PRINT "B";I;
3170 INF'UT Bd)
3180 PR INT 
3190 NEXT I
3200 PRINT : PRINT "COURBES A AFFICHER : PRINT
3210 FOR K = 0 TO NB
3220 PR INT "COURBE NUMERO ”; K;
T  •“? "T |"\ INF UT K$
3240 AF (K) =  0
3250 IF K$ =  " 0 " THEN A F(K) =  1

3260 NEXT K
3  9  7  0 TEXT : H IRES
3280 XA = INT (C /  2 )

7 2 9 0 Y A = INT (L xi )
7700 LINE(X A ,  0 ) - ( X A , L )
3310 L I  NE ( 0 , Y A )  - (C,YA)
3320 DG = INT ( (G -  5) /  24)
3330 D -  1
3340 FOR I =  1 T O 12
3350 LG =  0 II

C
D

L
L

3360 IF  I /  T  — INT ( I  /  3) THEN LG =  3 : P G  = 1
3370 IF I /  O  —

/ X- INT ( I  /  2) THEN L.G =  5 : PG =
•~y

3380 IF  I /  6 = INT ( I  /  6 ) THEM LG =  7 : PG = T

3390 L IN E ( XA + D * I # DG,YA -  PG) - ( X.A + D * I
A -  PG + LG)

3400 NEXT I
3410 IF B = 1 THEM D = - 1: GOTO 3340
3420 FOR I 1 TO 5
3430 LG = 3:PG _ 1— X

3440 IF (I / 5 ) = INT ( I / 5) THEN LG - 5 : P G = 2
3450 LINE(XA - PG, Y A -• D * I * ( L. - 20) / 10) - (XA

G + LG,YA - D * I t (L - 20) / 10)
3460 m X —1 i—i

3470 IF D = - 1 THEM D = 1 :: GOTO 3420
3480 FOR I = 0 TD C
3490 F'd) - YA - A ( 0 ) * (L - 20) / '~y

3500 NEXT I
35101 X D ” X A ~ 12 * DG
3520 XF = XA + 12 * DG
3530 CX = 24 * DG
3540 IF A F (0) = 0 THEN 3560
3550 IF P(0) > = 0 AND RIO) < = L THEN L.INE(XD, INT

(P(0))) - (XF, INT (P (0)))
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560 FOR I = 1 T0 NB
;570 FL = 0

:580 IF A F ( I ) = 1 THEN FL =: 1
IF  A ( I )  = 0 AND B ( I )  =̂ 0 AND FL = 0 THEIM 3690

■600 K = 1 * 2 * PI /  CX: Kl = -  PI  * I
■610 P ( XD) = P ( X.D) -  (L -  200 /  2 * ( A d ) * CQS ( K l )  -

B ( I )  * SI  N ( K l )  )
:620 FOR J = X.D + 1 T0 XF
■630 K2 = (J - XD) * K -  K l
1640 P( J )  = P(J ) -  (L -  20) /  2 * ( A d )  * C0S (K2) + B

d )  * SIN < K2 ) )
;650 IF FL = 0 THEN 3680
•66U IF  P( J )  < 0 OR P (J)  > L OR P( J  -  1) < 0 OR P (J -

1) > L THEN 3680
;670 L I NE( J  -  1 , INT (P(J - 1 ) ) )  -  ( J ,  INT' (P ( J ) ) )
680 NEXT J
6,90 NEXT I
700 INF’UT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:"5 Z*
710 TE XI-
720 IF Z$ = " !0" THEN 3000
730 END

5. Exemples commentés

Nous allons maintenant appliquer les programmes précédents à l'étude de diffé­
rents signaux fréquemment rencontrés en électricité.

Pour chaque exemple, nous comparerons les coeffic ients de Fourier calculés par 
le programme avec les valeurs exactes, nous représenterons le spectre, et quatre 
étapes de la reconstitution nous perm ettront d ’apprécier la convergence des 
séries vers les fonctions (n représentera le nombre d 'harmoniques utilisés pour 
chaque courbe).

a. Signai carré

Voici tout d'abord la représentation graphique d'un tel signal, tel que l'on pourrait 
l'observer sur un oscilloscope qui serait connecté à un générateur de signaux:



Nous lim iterons notre étude à une période de ce signal, et nous programmerons 
en fa it la fonction suivante:

1910 IF X>-F'I AND X<0 THEN Y=-PI/4 

1920 IF X>0 AND X<PI THEN Y=PI/4 

1950 T=2*PI

Rappelons que les valeurs adoptées aux points de d iscontinuité jouent un rôle 
essentiel lors du calcul des coefficients.

Les valeurs des coefficients de Fourier d'un tel signal sont:

an = 0

' 1
bn si n est impair

„0 si n est pair

Voici les résultats fournis par le programme avec une précision demandée de 7 :

CALCUL DES COEFFICIENTS

NOMBRE DE TERMES A CALCULER:20 

PRECISION (1 A 8):7

A 0=0 
A 1=0 
A2=0

B1 = 1 
B2=0

191



3> -ta il B4=0
A 5=0 B 5 = .199999999
A 6=0 B 6=0
A 7=0 B 7 = .142857143
AS=0 BS=0
A 9=0 B 9 = .111111111
A10=0 B10=0
A11 =0 B11= . 090909091
A 12=0 B 12=0
A 13=0 B13=.0769230768
A 14=0 B 14=0
A 15=0 B 1 5 = .0666666667
A 16=0 B 16=0
A 17=0 B 1 7 = .0598235293
A 18=0 B 18=0
A 19=0 B 1 9 = .0526315788
A20=0 B20=0

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME:N

Les valeurs obtenues sont en fait exactes à 1 O 9 près.

Il n'est pas surprenant que les coefficients an soient nuis, puisque la fonction f  est 
impaire.

Représentation du spectre:

Nous constatons im m édia tem ent que le signal carré ne possède que des harmo­
niques impaires.
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Reconstitution du signal:

b. Signal triangulaire

Nous aurions sur l'oscilloscope avec un tel signal :
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Pour une période, nous considérerons donc:

1910 IF  X<=0 THEN Y = ( P I / 2 + X ) / 2  

1920 IF  X >0 THEN Y = ( P I / 2 - X ) / 2

Les valeurs des coefficients de Fourier sont:

2
— , si n est impair

■ n n
an ■■■ „

0 si n est pair

b„ O

Les résultats fournis par le programme avec une précision demandée de 4 sont 
en fait exacts à 1 0 6 près.

CALCUL DES COEFFICIENTS

NOMBRE DE TERMES A CALCULER:20 

PRECISION (1 A 8 ) : 7

AU—.636619772
A 1=0 B 1=0
A2=-. 424413191 B 2=0
A3=0 B3=0
A4=-. 0948826366 B 4=0
A 5=0 B5=0
A6=~. 0363732725 B 6=0
A7=0 B7=0

x? CD 1! i 0202101515 B 8=0
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A9=0 B9=0
A1 0= - .012 3610055  B10=0
A l 1=0 B11=0
A12 = -S . 90377308E-03B12=0 
A 13=0 B 13=0
A14 = - 6 . 52943359E -03B 14=0 
A15=0 B15=0
A16 = - 4 . 99309658E-03B16=0 
A 17=0 B 17=0
A1S = -3 .9 4 1 9 1 86E-03 B18=0
A 19=0 B 19=0
A 2 0 = -3 ,1 9 1 07666E-03B20=0

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME:N

Représentation du spectre:

f i I ' t 1-1-i —t- n—t—i—r

Comparons ce spectre avec celui du signal carré : la décroissance des 
plus marquée et la série converge beaucoup plus rapidement vers

(ceci s'explique par le fait que les coefficients du tr iangle sont en —
n^

ceux du carré ne sont qu'en —  ).
n

raies est ici 
la fonction

alors que

195



Reconstitution du signal :

Nous constatons la rapide convergence de la série:

c. Signal en dent de scie

Nous observerions sur l 'oscilloscope:
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Nous ne retiendrons qu'une période pour le program m e:

1900 Y=0

1910 IF  X>-FI  AND X P1 THEN Y=X/PI  

1920 REM

Les coefficients de Fourier sont:

a„ = 0

Les résultats fournis par le programme avec une précision demandée de 6 sont 
exacts à 1 0 9 près.

CALCUL DES COEFFICIENTS

NOMBRE DE TERMES A CALCULER:20 

PRECISION (1 A 9 ) :  S

A 0=0
A 1=0 B 1 = .636619772
A2=0 B 2 = - .318309886
A3=0 B 3 = .212206591
A4=0 B 4 = - , 159154943
A5=0 B 5 = .127323955
A 6=0 B 6 = - . 106103296
A7=0 B 7 = .0909456819
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AB=0 B8= - .0795774712
A9=0 B9=. 0707355302
A 10=0 B10= 0636619773
Al 1=0 B11 = ,057874525
A 12=0 B12= - .0 5 3 0 5 1 6 4 7 9
A 13=0 B13= .0489707524
A14=0 B14= - .0 4 5 4 7 2 8 4 1 1
A 15=0 B15= .0424413182
A 16=0 B16= - .0 3 9 7 8 8 7 3 5 7
A 17=0 B17= .0374482222
A 18=0 B18= - .0 3 5 3 6 7 7 6 5
A19=0 B19= .0335063039
A 20=0 B 20= - .0 3 1 3 3 0 9 8 8 5

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME

Représentation du spectre:

Reconstitution du signal :
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n =  10 n =  20

d. Sinusoïde redressée simple alternance

Ce signal pourrait s 'observer en visualisant la tension présente aux bornes d'une 
diode utilisée en régime sinusoïdal:

Nous ne retiendrons qu'une période de ce signal :

1900 Y=0

19101F X>0 THEN Y=SIN(X)
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Les calculs théoriques fournissent les valeurs suivantes:

b i .

bn -  0

0 si n est impair

2 „ • ——5------ si n est pair
Tt(n — 1 )

pour n ^  2

Avec une précision demandée de 4, le programme donne les valeurs exactes à 
1 0 7 près, sauf le coefficient a 10 qui n'est juste qu'à 2.1 0~4 près.

CALCUL DES COEFFICIENTS

NOMBRE DE TERMES A CALCULER:20

PRECISI ON (1 A 8): 4

A0 = . 318 30988
A1 =0 Bl = . 5

!IlCN<1 .21 2206655 B2=0
A 3=0 B3=0
A4=- .04 2441325 T B4=0
A5=0 B5=0
A6= - .018189136 T B 6=0
A7=0 B 7=0
A8= - .0101050781 B8=0

IIO<L B9=0
A10=- 6 . 60951968E -03B10=0
A11 —0 B11 =0
A12= - 4 . 4519192 E- 103 B 12=0
A13=0 B 13=0
A14=_T 2647163 8E-0 3 B 14=0
A15= 0 B 15=0
A16= _0 4965493 4E -03B16=0
A17= 0 B 17=0
A18= - 1 . 9709596 E-'03 B 18=0
Al 9=0 B 19=0
A20= - 1 . 59553972E -03B20=0

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME:N
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Représentation du spectre:

■4—i—I—i—-j—i—i—i—i—|—r—r i  i 1

Reconstitution du signal:
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e. Sinusoïde redressée double alternance

Ce signal pourrait s'observer en sortie d'un pont de diodes:

Sur une période nous obtenons:

0

4

rrfn2- 1 ;

si n est impair 

si n est pair

Avec une précision demandée de 7, les résultats sont obtenus à 1 C

CALCUL DES COEFFICIENTS 

NOMBRE DE TERMES A CALCULER:20 

PRECISION (1 A 3 ) : 4

9 près :
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A 0=0
Al = .636619769  B 1=0
A2=0 B2=0
A 3 = .0707355301 B3=0
A4=0 B4=0
A 5 = .0254648096 B5=0
A6=0 B6=0
A 7= .0129922395 B7=0
A8=0 B8=0
A9=7.85950436E-03  B9=0
A 10=0 B 10=0
A l 1 = 5 .26133163E-03 B11=0 
A 12=0 B 12=0
A1 3 = 3 .76705407E-03 B13=0 
A 14=0 B 14=0
A1 5 = 2 .82942069E-03 B 15=0 
A16=0 B16=0
A17=2 .20283577E-03 B17=0 
A18=0 B18=0
A19=1 .76319098E-03 B 19=0 
A 20=0 B20=0

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME:N 

Représentation du spectre:
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Reconstitution du signal:

f. Signal rectangulaire de rapport cyclique 1/4

On observerait un tel signal grâce à un générateur de signaux:

rapport cyclique : 

t

n T

T
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Nous retiendrons donc:

1900 Y=Q

1910 IF  X>-P I AND X<-  F 'I / 2  THEN Y = P I / 4  

1920 IF  X > - P I / 2  AND X<PI THEN Y = - P I / 4

Les coefficients de série sont :

an — n
8

— — - si n = 4p + 1 
2 n

1
si n — 4p + 3

2n

0 si n est pair 

0 si n ■= 4p

Jl_
2 n

n

J_
2n

si n = 4p + 1 

si n = 4p + 2 

si n = 4p + 3

Les résultats obtenus avec une précision demandée de 4 sont exacts à 10 ' 
près :

CALCUL DES COEFFICIENTS

NOMBRE DE TERMES A CALCULER:20
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PRECISION f l  A S ) : 4

A O = -.392699082 
A l= ~ . 499999998 
A2=0
A 3 = .166666667 
A4=0
A 5 = - .0999999885 
A6=0
A 7 = .0714285716 
AB=0
A 9 = - .0555555521 
A 10=0
A l 1 = . 0454545339 
A 12=0
A13= - .038 4614755  
A 14=0
A 1 5 = .0333333339 
A 16=0
A 1 7 = - .0294117628 
A 18=0
A 1 9 = .0263157874 
A 2 0=0

B1 = - .4999 99993  
B 2 = .49999999 
B 3 = - , 166666667 
B4=0
B 5 = - . 0999999S94 
B 6 = .166666667 
B 7 = - .0714285716 
B8=0
B 9 = - .0555555519 
B 1 0 = .0999999893 
B11=-.0454 545337  
B 12=0
B13= -.038 4614765  
B 1 4 = .0714285715 
B15= - .033 3333342  
B 16=0
B 1 7 = - .0294117634 
B18=.0555555527 
B19= - .026 3157872  
B20=0

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME:N

Représentation du spectre:

i
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Reconstitution du signal :
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Équations 
8 différentielles

7. In tro d u c tio n

Une équation différentielle est une équation dans laquelle interviennent, en plus 
de la variable x et de la fonction y, les dérivées successives de la fonction y, 
jusqu'à un ordre n, appelé ordre de l'équation différentielle. Ainsi, une équation 
différentielle se présente sous la forme générale:

G(x,y,y',y''....ylnl) = 0

Résoudre l 'équation différentielle, c'est trouver l 'ensemble des fonctions y véri­
f iant l'équation ci-dessus.

On ne sait actuellement résoudre les équations différentielles de manière exacte 
que sur des cas particuliers, et il faut le plus souvent recourir aux méthodes 
numériques pour obtenir les solutions d une équation quelconque.

Nous présenterons ici des méthodes et des programmes perm ettant la résolution 
des équations les plus fréquem m ent rencontrées.

Les deux premières méthodes, celle de Runge-Kutta et celle dite prédicteur- 
correcteur concernent les équations du premier ordre.
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Le troisième programme résoud les systèmes d'équations différentielles (non 
nécessairement linéaires).

Nous verrons enfin l 'extension de la méthode de Runge-Kutta aux équations 
d'ordre quelconque.

Pour utiliser les quatre programmes s imultanément, il faut remplacer chaque 
instruction END par l ' instruction GOTO 100 et ajouter le menu:

100 
110

CLS 
PR INT TAB( 5) ;"EQUATIONS DIFFERENTIELLES": PRINT

120 PR INT
il

: PRI NT "1- Y J = F (X,Y ) METHODE DE RUNGE-KUTTA

130 PR INT : PRINT "2- Y ’=F(X,Y ) PREDICTEUR-CORRECTEUR"

140 PR INT : PRINT "3- EQUATION D’ORDRE N"
150 PR INT 

1 "
PR INT

: PRINT "4- SYSTEMES DE N EQUATIONS DE DEGRE

160 ; PR I NT "5- FIN"
170 PR INT : INPUT "VOTRE CHOIX:";E
ISO ON E iGOTO 1000 ,2000,3000,4000,5000
190 GOTO 100
5000 END

L'ensemble nécessite environ 5 Koctets de mémoire.

2. Rappels théoriques

a. Les conditions initiales

Une équation différentielle n 'admet généralement pas une solution unique, mais 
une infinité de solutions.

La détermination d'une fonction solution nécessite donc l'apport d ' in formations 
supplémentaires sur la fonction, que l'on appelle le plus souvent conditions  
initiales.

Soit x0 un point quelconque. Les conditions initiales sont alors :

•  pour une équation du premier ordre, la valeur de la fonction en x0, soit y(x0),

•  pour une équation d'ordre n, y(x0) et les valeurs des (n — 1) premières déri­
vées de y au point x0, soit y '(x0), y " (x0), y (n_ 11 (x0).
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Les conditions initiales étant fixées, il ne reste généralement plus qu'une 
solution.

En fait, les problèmes physiques faisant intervenir des équations différentielles 
fon t apparaître naturellement ces condit ions initiales.

Par exemple, un objet en chute libre dans l'air obéit à laloi:

mz" + kz' — g = 0

Les condit ions initiales sont alors la position z0 =  z(t0 ) et la vitesse z’0 =  z'(t0) du 
mobile à l' instant origine t 0, valeurs indispensables à la déterm ination complète 
de la loi du mouvement.

b. Equations résolues

Toutes les équations auxquelles nous allons nous intéresser sont des équations 
dites résolues. Cela signifie que la dérivée d'ordre n peut s'exprimer au moyen 
des (n — 1) autres dérivées, de la fonction et de la variable.

Une équation résolue se présente donc sous la fo rm e:

y(n) _  p(y ( n  11 _ y I n  2).....Y ,  y, x)

Une équation telle que:

y" + ev — y' — y

n'est pas une équation résolue et ne pourra donc pas être traitée par les 
méthodes exposées dans ce chapitre.

c. Forme analytique et forme discrète

La résolution théorique d'une équation différentielle fourn it la solution sous sa 
forme analytique.

La solution fournie par le programme sera sous form e discrète, c 'est-à-dire sous 
forme d'une suite de valeurs prises par la fonction pour des valeurs équidistantes 
de la variable x.
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3. Méthode de Runge-Kutta appliquée aux équations
du premier ordre

a. Introduction

L'équation à résoudre se présente donc sous la fo rm e: 

y' -  f(y,x)

avec la condition initiale en un point x0, soit :

y(xo) = Yo

Nous allons de plus fixer la valeur f inale xf de la variable.

Il s'agit donc de déterm iner la solution pour des valeurs de la variable comprises 
entre x0 et x,.

Nous savons que la réponse de l 'ordinateur est une fonction discrète, définie 
pour un certain nombre de valeurs de la variable.

Il faut donc fixer le nombre n de points calculés entre x0 et xf . On peut alors défi­
nir un "pas  de ca lcu l"  h égal à la différence entre deux valeurs successives de x.

En résumé, les données sont:

-> l'équation y ' = f ( x , y ) ,

-+ le point initial (x0,y0),
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-> l'abscisse finale x f ,

-» le nombre de points à calculer,

et le résultat est l'ensemble des valeurs yj.

y i.

Yo
T

y.

V2
»

Yf

t

xf x

h

Avant d 'é tudier la méthode de Runge-Kutta, nous verrons le principe de la 
méthode d'Euler, d'une interprétation plus facile, sans toutefo is donner un 
programme, car les résultats fournis par cette méthode sont médiocres.

b. Méthode d'Euler

Supposons un point (x0,y0) connu.

La méthode d'Euler consiste alors à poser:

y 1 ~ Vo+ h f(yo-xo> 
y 2 yi + h f(y 1 >

y„ vn 1 + h f (yn 1 ,x„ 1 )

Le principe consiste donc à assimiler la courbe à sa tangente en chaque point Xj, 
puisque f(y ,,x,) est le coeffic ient directeur de cette tangente.
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Cette méthode est simple et, contra irement aux méthodes suivantes, présente 
l'avantage d'une interprétation graphique évidente. Cependant, les erreurs 
commises à chaque pas se cumulent et elle n'est jamais utilisée en pratique du 
fait de son imprécision.

c. Méthode de Runge-Kutta

La méthode présentée ici est une méthode d'ordre 4, ce qui signifie que le déve­
loppement de y autour de xn coïncide avec son développement de Taylor à 
l 'ordre 4 :

Y n +  1 yn + h y'n +
h2

2
y " n

h3

6
y'"n +

h4

24
y""n

Bien entendu, il existe d'autres méthodes selon l'ordre de coïncidence avec la 
formule de Taylor ; en particulier, on peut remarquer que la méthode d'Euler n'est 
rien d'autre qu'une méthode de Runge-Kutta d'ordre 1.

On utilise habituellement la formule d'ordre 4 car elle représente un bon com pro ­
mis entre complexité, rapidité de calcul et précision.

A partir d'un point connu (xn,yn), le point suivant est déterminé par les formules 
suivantes :

K0 = h f(xn,yn)

Ki = h f(xn + y  , yn + - | °  )

K2 =  hf(xn + , yn + )

K3 = h f(xn + h, yn + K2 ) 

alors :

Yn+1 = yn + — (K0 + 2 K ï + 2K 2 + Kg)

La signification des formules n'est plus du tout intuitive comme dans le cas de la 
méthode d'Euler.

Par contre, la précision est bien meilleure. On peut montrer que l'erreur sur un 
pas, pour la méthode d'Euler, est de l'ordre de h2 ; cette erreur est de l'ordre de 
h5 pour la méthode de Runge-Kutta.

Le principal inconvénient de cette dernière est la longueur du temps de calcul. 
Quatre évaluations de la fonction sont en effet nécessaires pour chaque pas, et 
prennent d 'autant plus de temps que la fonction est compliquée.
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d. Programme

La fonction doit être programmée à partir de la ligne 280 0 ,  sous la forme :

2800 F 4 ,Y rX

où Y désigne la fonction et X la variable.

Il faut ensuite lancer le programme qui demande :

-> le point de départ (x0,y0),

-» la deuxième borne de l'intervalle d'étude xf ,

-> le nombre de points à afficher n,

-> la finesse m.

La finesse est un moyen d 'augmenter la précision du calcul. La précision est 
bien sûr d irectement liée au nombre de termes calculés.

Pour bénéficier d'une meilleure précision sans toutefo is saturer l'écran de 
résultats inutiles, une partie seulement des points calculés est affichée.

La finesse représente alors le nombre de points calculés entre deux points affi­
chés. Pour une finesse de 5, par exemple, le programme calculera cinq fois 
plus de points qu'il n'en affichera. Si par contre on désire que tous les points

soient affichés, il suffit de demander une finesse de

1000 CL S
1010 PR INT TAB( 5 ) ; " Y7 = F ( X, Y ) METHODE DE

; PR INT : PR INT
1020 PR INT " 1- PROGRAMMATION DE L. 'EQUATION
1030 PRINT " 2 -  RESOLUTION": PRINT : PRINT
1040 INPUT " VOTRE C H O IX ;" ;E :  PRINT
1050 IF E = 1 THEN LIST 2800 -  2 B90: END
1060 INPUT " XO="; X
1070 INPUT 1Y0=" ; 2
1080 INPUT " DEUXIEME BORNE X F : " ;X c

1090 INPUT 1NOMBRE DE PO IN TS :" ; M
1100 INPUT 1F I N E S S E : F I :  PRINT
1110 XI = x
1120 H = (XF -  X) /  F I /  M
1130 FOR I = 1 TO M
11 40 FOR J = 1 TO FI
1150 X = XI + ( ( I -  1 ) * F I + J - 1) * H
1160 GO-SU B 2500
1170 NEXT J
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1180 PR I NT " X = " ; X ; TAB( 2 0 ) ; " Y - " ;  2 
1190 NEXT I
1200 PRINT ; INPUT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE F'ROGRAMM 

E ? : " ;  Z $
1210 IF  Z î  = " 0 " THEN 1000 
1220 END
2500 XX = X: Y = Z: GOSUB 2 8 0 0 :A = H * F
2510 X = X + H /  2 : Y = Z + A /  2: GOSUB 2 8 0 0 :B -  H t  F
2520 Y = Z + B /  2: GOSUB 2 8 0 0 :C = H * F
2530 X = XX + H:Y = Z + C: GOSUB 2800
2540 Z = Z + (A + 2 * B + 2 * C + H * F) /  6
2550 RETURN
2800 F = -  Y * Y
2890 RETURN

e. Exemples commentés 

• E x e m p le  1 :

Nous allons chercher la solution d'une équation de Bernoulli:

4xv + 4x \ /y  ,
y —  ------ 5—L avec y(0 ) = 1

1 + x

La solution exacte de cette équation est :

y = (2x2 + 1)2 

Ainsi :

y( 1 0) -  40 401

Effectuons une première recherche entre 0 et 10, avec une finesse de 1 : 

2S00 F=4*X*(Y+SQR(Y))/(1+X*X)

Y ' = F ( X, Y) METHODE DE RUNGE-KUTTA

xo=o
Y 0=1
DEUXIEME BORNE XF: 10 
NOMBRE DE PO IN TS:10 
FINESSE: 1
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X=1 Y = 7 .82063886
X=2 Y = 6 7 .5300668
X=3 Y = 2 9 8 .711912*3"IIX Y =900 .02937
X=5 Y=2149.7961S

X il l> Y =4405 .83497
X=7 Y= 8 105.4573
X—B Y =13765 .4663
X=9 Y = 2 1 9 8 2 ,1609
X = 10 Y=33431.3388

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:D

On remarque que l'ordre de grandeur est correct mais la précision médiocre. 

Effectuons une deuxième recherche avec une finesse de 10:

Y?= F ( X, Y) METHODE DE RUNGE-KUTTA

X0=0 
Y0 = 1
DEUXIEME BORNE XF: 10 
NOMBRE DE PO IN TS:10 
FINESSE: 10

Y=S .99965055 
Y=B0.9951.207 
Y = ?60 .977528 
Y=1088.93232 
Y =2600 .83903 
Y=5328.67132 
Y = 9800 .39699 
Y=16639.978 
Y=26567 .3704 
Y =40398 .5245

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N

La précision est cette fois correcte.

Le temps de calcul dépend bien sûr de la fonction et de l'ordinateur, mais reste 
généralement de l'ordre de grandeur de la seconde par point calculé.

Ainsi, une finesse de 10 représente un bon compromis entre précision et temps 
de calcul puisque l'ordinateur affiche un point toutes les dix secondes environ.

X=4
X=5
X=6

X=8 
X=9 
X = 10
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Une finesse de 100 ou plus donnera bien entendu un résultat extrêmement 
précis, mais nécessitera plusieurs minutes de calcul par point affiché.

• E x e m p le  2  :

L'équation étudiée est la suivante :

y’ =  —y2 avec y( 1 ) =  1

La solution exacte est:

1
y-= -

X

2800 F=-Y*Y

Y7 = F ( X, Y) METHODE DE RUNGE-KUTTA

X0=1 
Y0= 1
DEUXIEME BORNE XF: 10 
NOMBRE DE POINTS:9 
FINESSE:10

v_H Y —.500000298
X=3 Y - . 333333479
X=4 Y = .250000084
X=5 Y= . 200000054

X=6 Y = .166666704
X=7 Y = . 142857171
X-S Y = . 125000021
X=9 Y=.111111128
X = 10 Y = .100000014

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:0 
Y’ = F (X ,Y )  METHODE DE RUNGE-KUTTA

XO-1 
Y0= 1
DEUXIEME BORNE XF: 10 
NOMBRE DE POINTS:9 
FINESSE:50
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0-4II Y=. CT

K»il>< n>- 333333334

ilX

-< il •~y cr

:x H LH V —1 n
i

X=6 V —1 — 0166666666
X=7 y — 142857143
X=8 1! 125
X=8 -< H 111111111

>< H ‘l — a 1

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N

Les résultats sont ici encore satisfaisants avec une finesse de 10, et sont exacts 
avec une finesse ae 50.

4. Méthode prédicteur-correcteur

a. Principe

Dans la méthode de Runge-Kutta, le terme yn, , est calculé à partir du seul point

(xn.y„>-

Ainsi, de tous les points calculés auparavant, seul le dernier est utilisé.

Ce type de méthode est appelé méthode à "p a s  un ique" ou à "p a s  séparés".

Les méthodes que nous allons examiner m aintenant sont des méthodes à "pas  
m u lt ip les ” ou à "pas  l iés ” , c ’est-à-dire que le calcul de yn + 1 fait intervenir non 
seulement y n, mais aussi y n ,, y n 2>—> Ie nombre de points uti lisés dépendant de 
la formule considérée.

On distingue deux types de form ules:

-> les formules explicites, de la fo rm e:

yn. i y„ + h|a0 y'n +- a,y'n ,+...+ aky'n k|

-> les formules implicites, de la fo rm e:

Vn. 1 y„ + h|b ,y’n. 1 + b0 y'„ + ... + bky'n k|

Dans les formules implicites, la valeur y ’n. , =  f(yn_-, ,xn i l  ) qui intervient n ’est pas 
connue, puisque yn, , n’est pas encore calculée.

Il faut alors injecter une première valeur estimée °y ’n^ 1 dans la formule, ce qui 
permet de calculer 1y n., ; on réinjecte cette valeur dans l’équation pour calculer
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1y n+1 , et ainsi de suite jusqu'à obtenir deux valeurs i_1y n + 1 et 'yn+i suff isam­
ment proches.

L’ intérêt des méthodes implic ites n'est pas évident à première vue, puisqu'elles 
nécessitent plusieurs itérations, au lieu d'une seule pour les méthodes explicites, 
donc un temps de calcul plus important.

En fait, ces méthodes sont bien plus précises que les méthodes explicites du 
même ordre ; de plus, elles sont en général stables, alors que les méthodes expli­
cites sont souvent instables.

Les formules que nous retiendrons seront d'ordre 4 (comme pour la méthode de 
Runge-Kutta) :

-> formule explicite :

Yn.1 = y n + 24 I 55y n — 59y'n_i + 37y'n 2 -  9 y n 3]

-> formule implic ite :

Y n < 1 — Yn 24  ̂^7 n + 1 1 9y n 5 y n ■ 1 Y n 2 I

Nous n'util iserons en fait ni la formule explicite, ni la formule implicite, mais une 
combinaison des deux, de manière à bénéficier des avantages de l'une et de 
l'autre: c'est la méthode prédicteur-correcteur.

En effet, nous avons vu que l'inconvénient des formules implicites était la néces­
sité d 'effectuer plusieurs itérations. Mais, si la valeur injectée °y 'n, , est proche de 
la valeur réelle, le nombre d'itérations est faible (de l'ordre de 2 ou 3).

Ainsi, nous procéderons en deux étapes:

-> l 'estimation initiale °y' n4 ! sera calculée par la méthode explicite ;

-* cette valeur sera injectée dans la formule implicite, qui ne nécessitera alors 
que quelques itérations.

Les formules à pas liés présentent l’ inconvénient de ne pas "d é m a rre r "  seules. 
En effet, seule la valeur y 0 est connue initialement, alors que le calcul de y, 
nécessiterait la connaissance de y0, y _ ,, y ,2 , y . 3. Les premières valeurs , y2, y 3 
seront donc calculées par la méthode de Runge-Kutta, ce qui permettra d 'in it ia l i ­
ser le processus.

En résumé, l 'a lgorithme utilisé est le suivant:

-> calcul de , y 2 et y 3 par la méthode de Runge-Kutta pour initialiser le proces­
sus,
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à partir du point (xn,yn), calcul du point suivant par les formules :

Y n 4 1 Yn + 24 <55Y n n- 1 " t 3 7 y n_2 n-3^

calcul du prédicteur

b) 1yn, 1 -  Yn + ^  (9 °y'n .1 + 19y'n -  5y'n , + y'n- 2> 

puis jusqu'à convergence:

Vn i 1 Yn + 2 4  (9 rY'n. 1 + 1 9 y'n -  5 y'n ! +y 'n 2>

b. Programme

L'util isation est en tout point similaire à celle du programme précédent.

2000 CL S
2010 F'RINT

2020 F'RINT
207x0 F'RINT
2040 INF'UT
2050 IF E =
2060 INF'UT
2070 INF'UT
2080 INF'UT
2090 INF'UT
2100 INF'UT
2110 H = (XF
2120 K = 0: X
2130 Y = Z: i
2140 FOR I
21 50 FOR J
2160 K = K +
2170 IF K <

F0 = F: i
2180 X = X +
2190 Y = Z +

) - 9 * 1

1010 PR I NT TAB( 5 ) ; " PREDICTEUR-CORRECTEUR" :  PR INT

'1 -  PROGRAMMATION DE L ’ EQUATION": PR INT 
2 -  RESOLUTION": PR INT : F'RINT 

'VOTRE C H O IX :" ;E :  F'RINT 
1 THEN LIST 2800 -  2S90: END 

‘ X 0 = " ;  X 
Y0= " ; Z

INF'UT "DEUXIEME BORNE XF: " : XF

-  X) /  F I /  M 
1 = X
GQSUB 2 8 0 0 :P (3) = F 
= 1 TO M 
= 1 TO F I

1 : X = XI + ( ( I -  1) * F I  + J -  1) t  H 
4 THEN GOSUB 2 5 0 0 :Y = Z: GQSUB 2 8 0 0 :P (3 

GOTO 2250

14 * * P ( 0 ) 59 * F ( 1 ) + 37 * P (

F'RINT
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2200 GOSUB 2800
2210 W = Z + H /  24 * (9 t  F + 19 * P ( 0 ) -  5 * F ' ( l )  + P

(2 ) )
2220 IF  ABS (Y -  W? > 1E -  8 THEN Y = W: GOTO 2200 
2230 2 = W: P (3) = P ( 2 ) : P ( 2 )  = P ( 1>: P (1) = P«0)
2240 Y = Z: GOSUB 2 8 0 0 :P (0) = F 
2250 NEX T J
2260 PRINT " X = " ; X; TAB( 2 0 ) ; " Y = " ; Z  
2270 NEXT I
2280 PRINT : INF'UT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE P RO GR A MM 

E?: " : Z$
2290 IF Z$ = "0 "  THEN 2000
2300
2500

END
XX = X : Y = Z: GOSUB 2 8 0 0 :A = H * F

2510 X = X + H /  2 : Y = Z + A /  2 : GOSUB 2 8 0 0 :B
2520 Y = Z + B /  2 : GOSUB 2 8 0 0 :0 = H 1 F
2530 X = XX +■ H: Y = Z + C: GOSUB 2800
2540 7 = Z + <A + 2 * B  + 2 * C  + H * F) /  6
2550
2800

RETURN 
F = -  Y * Y

2890 RETURN

c. Exemples commentés 

• E x e m p le  1 :

Reprenons l’équation de Bernoulli que nous avons résolue par la méthode de 
Runge-Kutta:

2800 F=4#X #(Y+SQR(Yi > / ( 1  + X* X)

F'RED ICTEUR-CORRECTEUR

X 0—0 
Y0 = 1
DEUXIEME BORNE X F :10 
NOMBRE DE PO IN TS:10 
FINESSE;10

Y = 8 .9999841 
Y - 8 0 . 9998803
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y —t Y=360 .999497
X=4 Y=1083.99851
X=5 Y =2600 .99649-Oilx: Y =5328 .99285

x il Y = 9800 .9869CDilX

Y=16640.9778
X=9 Y=26568 .9646
X = 1 o Y=40400 .9463

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N

Avec le même nombre de points calculés, la précision est cinquante fois meil­
leure sur la dernière valeur.

• E x e m p le  2 :

Dans certains cas, en particulier dans l 'exemple précédent, la méthode 
prédicteur-correcteur donne de meilleurs résultats que la méthode de Runge- 
Kutta.

Par contre, dans d'autres cas, le phénomène inverse se produit. Reprenons 
l 'équation :

y' = — y2 avec y( 1 ) =  1

1
dont la solution exacte est y = — ,

x

2800 F=-Y*Y

PREDICTEUR-CORRECTEUR

X 0 — 1 
Y0= 1
DEUXIEME BORNE XF: 10 
NOMBRE DE POINTS:9 
FINESSE: 10

X=2
X=3

Y = .499938002

X=4 Y = .249996121

X II t.
n Y = . 199997481

X=6 Y = . 166664907
y — 7 Y=.142855845
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y ~o Y=. 124999005
X=9 Y=.111110324
x=io Y=,0999993613

VOULEZ-VOUS RE!UTILISER LE PROGRAMME
PREDICTEUR--CORRECTEUR

X0=1
Y0 = 1
DEUXIEME BORNE XF: 10
NOMBRE DE POINTS:9
FINESSE:50

X=2 Y=.499999967
X=3 Y-.333333317
X=4 y — b 9 4 9 9 9 9 9 9

X=5 Y=.199999994
X=6 Y=.166666662
X=7 Y=.14285714
X=S Y=.124999997
X=9 Y=.111111109
X = 10 Y=.0999999984

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N

La précision est cette fois meilleure avec la méthode de Runge-Kutta.

Dans les programmes suivants, nous généraliserons la méthode de Runge-Kutta 
p lutôt que la méthode prédicteur-correcteur, bien que cette dernière fournisse 
parfois de meilleurs résultats.

5. Système d'équations couplées

a. Principe

Il s'agit maintenant de déterm iner non plus une mais n fonctions, solutions d'un 
système différentiel du premier ordre de la fo rm e:

y'i =  f i (x,yi ,y2.... y J

y'2 = f2(x,y1 ,y2 yn )

y 'n =  fn(x.Yi ,y2 yn)
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Les équa t ions  sont ici encore sous leur fo rm e  résolue.

Le sys tèm e peut s 'écrire p lus s im p le m e n t  en u t i l isan t le fo rm a l ism e  vec to r ie l :  

posons : On a alors :

/ y i / y  1 \
y2 y'2 '

V =

\Vn / U n /

Le sys tèm e s 'écr it  a lo rs : 

y f(x,y)

La réso lu t ion  se fa it  de la m êm e m anière  que pour une équa t ion  d if fé ren t ie l le  du 

p rem ie r  ordre, la seule d if fé rence  é tan t le caractère  vec to r ie l de l ’ inconnue  y et 
de la fo nc t ion  f.

b. Programme

Le p ro g ra m m e  est sem blab le  à celui de réso lu t ion  d 'une  équa t ion  du prem ie r 

ordre  par la m é thode  de Runge-Ku tta .

Les seules d if fé rences so n t :

-> la p ro g ra m m a t io n  du système. Les inconnues sont représentées par Y(1),
Y(2), Y (3 ) ......et le systèm e do it  être p rog ra m m é  à pa rt ir  de la ligne 4 5 0 0  de la

m an ière  su ivan te  :

4500 1(1) Y(1) Y(3) * X
4510 f (2) Y(2) • SIN(X)

Le nom bre  d 'é qua t ions  (et donc d 'inconnues) do it  être ind iqué à la ligne 4 6 0 0 .  
ligne 4 6 0 0 .

-» il fau t fou rn ir  au p rog ram m e les va leurs in it ia les de to u te s  les inconnues, soit :

y  1 <X0 ). V2<x 0 ) .......Vn(><0>

4000 CLS
4010 PR INT T AB ( 3 ) ; "SYSTEME DE N EQUATIONS DE DEGRE 1 

" :  PRINT : FRI NT
4020 PRINT " 1 -  PROGRAMMATION DU SYSTEME": PRINT 
4030 PR I NT " 2 -  RESOLUTION": PR INT : PR INT
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4040 INPUT "VOTRE CHOIX:" ; E : PR INT
4050 IF  E = 1 THEN LIST 4500 ~ 4600: END
4060 IN PUT " X 0 = " ; X : PRINT
4070 G OS U B 4600
4030 FOR L

Oh-II

4090 PR INT " Y " ; L ; " ( " ; X; : INPUT " ) = " ;  Z (L)
4100 NEXT L. : FRI NT
4110 INPUT "DEUXIEME BORNE X F :" ;X F
4120 INPUT "NOMBRE DE POINTS: ";M
4130 INPUT "F IN E S S E :" ;F I
4140 H = (XF -  X) /  F I /  M
4150 FOR I = 1 TO M
4160 FOR J = 1 TO F I
4170 FOR L = 1 TO N: Y (L ) = Z ( L ) : NEXT L
4180 GOSUB 4500
4190 FOR L. = 1 TO N; A (L ) -  H < F ( L ) : Y (L ) =

/  2: NEXT L 
4200 X = X + H /  2 
421.0 6ÜSUB 4500
4220 FOR L = 1 TO N :B (L )  = H * F < L. ) : Y ( L ) = Z<L) + B (L) 

/  2 : NEXT L 
4230 GOSLIB 4500
4240 FOR L = 1 TO N :C (L )  = H * F (L ) : Y (L.) = Z (L ) + C(L) 

: NEXT L
4250 X = XI + ( ( I -  1 ) * F I + J > 1 H
4260 GOSUB 4500
4270 FOR L = 1 TO N : Z ( L ) = Z (L.) + (A (L) + 2 * B ( L ) + 2

* C IL ) + H * F I L ) ) /  6 : NEXT L
4280 NEXT J
4290 F'RINT : F'RINT "X = " ; X
4300 FOR L = 1 TO N: F'RINT "Y" ; L; " = " ; Z (L) : NEXT L
4310 NEXT I
4320 F'RINT : INF'UT " VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMM

E:?: " ;Z $
4330 IF Z$ = "0 "  THEN 4000
4340 END
4500 F i l )  = Y ( 1 ) + Y (2) + SIN (X)
4510 F (2) = -  Y ( 1 ) + 3 * Y 12)
4590 RETLJRN 
4600 N = 2 
4610 RETURN
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c. Exemples commentés

• E x e m p le  1 :

Soit le système :

y'i =  Y2 + Y3 -  3y -i 

y '2 y 1 + y3 -  3y2 

y 3 -  yi +  Y2 ~  3y3

avec
yi (0 ) =  1 

y2(0 ) = 2 

y3(0 ) = —1

La solution exacte est:

4500 F ( 1 ) = Y ( 2 ) + Y ( 3 ) - 3  * Y ( 1 ) 

4510 F ( 2 ) = Y ( 1 ) +Y ( 3 ) - 3 # Y (2)

4600 N=3

SYSTEME DE N EQUATIONS DE DEGRE 1

X0 = 0 

Y1 ( 0 ) = 1

DEUXIEME BORNE XF:3 
NOMBRE DE POINTS; 6 
FINESSE:10

X=. 5
Y1 = „449466967 
Y 2 = .584806516 
Y 3 = .1787S787

y, = J  (e 4x + 2e x)

y2 -  y  (4e 4x + 2e x) 

y3 -  y  ( -5e 4x + 2e x)

4520 F ( 3 ) = Y ( 1 ) + Y ( 2 ) —3#Y (3)
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x = i
Y 1 = .251353572 
Y 2 = .269675365 
Y 3 = .214724985

X = 1 .5
Y1=.149579731 
Y2 - .1 5 2 0 5 8 7 6 3  
Y 3 = .144621808

X=2
Y 1 = .090335367 
Y 2 = .0906708719 
Y 3 = .0896643571

X=2. 5
Y 1 = .0547384755 
Y 2 = .0547838826 
Y 3 = .0546476614

X=3
Y1=.0331934328 
Y 2 = .0331995782 
Y 3 = .033181142

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:0 
SYSTEME DE N EQUATIONS DE DEGRE 1

xo=o

y i (<:>)= i
Y 2 ( 0 ) = 2  
Y3 ( 0 ) = - 1

DEUXIEME BORNE XF:3 
NOMBRE DE POINTS:6 
Fr I MESSE : 100

Y 1 = ,449465534 
Y 2 = .584800817 
Y 3 = .178794967

X ■-1

Y l = . 251358173
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Y 2 = .269673812 
Y 3 = .214726896

X = 1.5
Y l = . 14957969 
Y 2 = .152058443 
Y 3 = .144622186

X=2
Y 1 = .0903353428 
Y 2 = .0906708055 
Y 3 = .0896644176

X=2. 5
Y 1 = .0547334656 
Y 2 = .0547838655 
Y 3 = .0546476658

X=3
Y 1 = .0331934269 
Y 2 = .0331995711 
Y 3 = .0331811385

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N

On peut vérifier que les résultats obtenus avec une finesse de 100 sont exacts à 
10 ,0 près et remarquer que les résultats obtenus avec une finesse de 10 sont 
déjà précis.

• E x e m p le  2 :

Phénomène de divergence 

Considérons le système suivant:

V i Vi + Y2 + sinx

y 2  = -V i  + 3y2

Les solutions sont du type:

y , -  (7 + — 7x) e2x — ~  ( 1 3 sin x + 9 cos x)
2 5

9 1
y2 = (m — Àx) e -  —  (3 sin x + 4 cos x)
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où X et n sont des constantes arbitraires déterm inant les conditions initiales. 

Ainsi, si nous imposons comme conditions initiales:

et

nous devons obtenir la so lu t ion:

y , =  — - — (13 sin x + 9 cos x)

y2 =  -
25

(3 sin x + 4 cos x)

qui est une solution périodique.

Or, la solution fournie par le programme n'est pas périodique et diverge.

Ceci provient du fa it que les résultats numériques ne sont pas exacts, et que les 
termes en x e2x qui devraient être inexistants deviennent peu à peu prépondé­
rants, jusqu'à masquer to ta lem ent la solution recherchée.

Ce phénomène se manifeste relativement souvent avec les systèmes d'équations 
différentielles. Il faut alors pour obtenir un résultat correct reprendre le calcul 
avec une meilleure finesse.

4500 F ( 1 ) = Y ( 1 ) + Y ( 2 ) + S IN ( X)

4510 F ( 2 ) = - Y ( 1 ) +3#Y (2)

4600 N=2

SYSTEME DE N EQUATIONS DE DEGRE 1

X0=0

Y1( 0 ) = - . 3 6  
Y 2(0 )= -» 1 6

DEUXIEME BORNE XF: 15 .70796 
NOMBRE DE POINTS: 10 
FINESSE:20

i i
57079633 
.519991942 
.119983531
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X = 3 .14159266 
Y l = . 360507041 
Y2 = .1 6 0 7 1 1 S59

X=4 .71238893  
Y 1 = .539169775 
Y 2 = .143900923

X=6.28318531 
Y l = . 255548687 
Y 2 = .565019039

X = 7 .85393164 
Y1=17.7030622

X=9„42477797 
Y l= 5 1 4 . 124937 
Y 2=572 .543963

X=10.9955743 
Y1 = 14019.9157 
Y2=15375.9816

» 1 2 .5 6 6 3 7 0 6  
y 1 -7,77,71 R. 477 

Y2=405107.798

X =14 .1371669  
Y 1=9788923.64 
Y2=10515279.9

X = 15.7079633 
¥1=252920914 
¥2=269729056

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:0 
SYSTEME DE N EQUATIONS DE DEGRE 1

¥0=0

Y1 ( 0 ) = - . 3 6  
Y 2 ( 0 ) = - .  16
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DEUXIEME BORNE X F :15 .70796327 
NOMBRE DE POINTS:10 
FINESSE:2000

X=1.57079633 
Y1 = - . 51999999S 
Y 2 = - . 119999998

X = 3 .14159265 
Y1= .360000036 
Y 2 = .160000029

X=4.71238898  
Y l = . 52000059 
Y 2 = .120000457

X=6.28318531 
Y l = - . 359991183 
Y 2 = - , 15999425

X =7 .85398164 
Y1 = - .5199 07459  
Y 2 = ~ .119978408

X =9 .42477797 
Y 1 = .359562543 
Y 2 = .157920752

X=10 .99557 43  
Y 1 = .45019896 
Y 2 = .0122067417

X=12.5663706 
Y l = - 3 . 35623554 
Y 2 = -4 .03540177

X=14 .13716 69  
Y1=—1 0 1 .S12056 
Y 2 = -121.756573

X =15 .7079633  
Y1= -308 3 .1 1 7 5 8  
Y 2 = -3 5 5 4 .10373

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N
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• E x e m p le  3 :

Résolution d'un système d'équations d'ordre supérieur à 1.

Soit à résoudre le système suivant:

r z "1 = -4 z ,  -  3z2 gvec 12,(01 =  3 z'i (0) =  0
l  z "2 =  —8z, — 2z2 avec {  z2 (0 ) =  4 z'2 (0 ) =  0

Ramenons-nous à un système d'équations d'ordre 1 en posant:

J y 1 — Z 1 |V3 = Z2
l y 2 = z', l y 4 = z'2

Le système initial est alors équivalent au système su ivant:

y i = V2
y 2 = —4y, -  3y3 

y'3 = y 4
y ' 4  =  - 8y, -  2y3

avec

y, (0) = 3

y2 (0) = 0
y3(0) =  4 

y4(0 ) = 0

Ce système, du premier ordre, peut alors être résolu par le programme.

La solution exacte est:

r y , — 3 cos (2 \ /2  x) 

l  y3 = 4 cos (2 V2 x)

La variable décrivant l 'intervalle |0, 

être :

4jx

2 y r
les résultats pour y, et y3 doivent

(0,0), ( -3 , -4 ) ,  (0,0), (3,4), (0,0), ...

4500 F ( 1 ) = Y (2)

4510 F ( 2 ) = - 4 # Y ( 1 ) - 3 * Y ( 3 )  

4520 F ( 3 ) = Y (4)

4530 F ( 4 ) = - 3 * Y (1>- 2 * Y ( 3 )  

4600 N=4
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SYSTEME DE N EQUATIONS DE DEGRE 1

X 0 -0

Y1 (0 )= 3  
Y2 (0 )=0  
Y3 ( 0 )=4 
Y4 ( 0 )=0

DEUXIEME BORNE X F :4 .442882938  
NOMBRE DE POINTS: 8 
FINESSE:100

X = .555360367 
Y1= 1 .7 9 7 1 6 153E-09 
Y 2 = - 8 .48528138 
Y3=7 .38509698E-09  
Y 4 = - l 1 .3137085

X=1„11072074

Y 2 = - l . 35914888E-08 
Y3=-4
Y 4= -2 .194 42882E -08

X=1.6660811 
Y1 = - 9 . 55333235E-09 
Y2=8. 48528139 
Y 3= -9 .480 57278E -09  
Y 4 = l1 .3137085

X =2 .22144147 
Y1=3.00000001 
Y2=3. 23634595E-0S 
Y3=4.00000001 
Y4=4.04834282E-08

X=2 .77680184  
Y 1 = 1 .5 7 7 4 2 7 6 1E-08 
Y 2 = -3 .4852814 
Y 3 = l.  6647391E-08 
Y 4 = - l 1 .3137085
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Y l = - 3 . 00000001 
Y 2 = -5 . 14555723E-08 
Y 3 = - 4 .00000001 
Y 4 - -4 .5 7 5 1 2 2 1 5 E -0 8

X =3 .88752257 
Y l= -2 .5 4 4 4 0 2 3 8 E -0 8  
Y 2 = 8 .48528141 
Y 3 = - l .1 3 6 5 0 4 5 8 E -0 8  
Y 4 = l1 .3137086

X =4 .44288294 
Y1= 3 .00000001 
Y2=3 .70491762E-08  
Y 3 = 4 .00000006 
Y 4 = l . 21071935E-07

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N

d. Conclusion

Les phénomènes de divergence constituent le seul problème particulier de la 
résolution numérique des systèmes d'équations différentielles.

Il convient donc de rester très critique vis-à-vis des résultats obtenus, et ne pas 
hésiter à reprendre le calcul avec une plus grande finesse en cas de doute.

La résolution des système d ’équations différentielles constitue le principe de la 
résolution des équations différentielles d'ordre quelconque, que nous allons 
aborder maintenant.

6. Équation différentielle d'ordre quelconque

a. Principe

Nous nous intéressons donc maintenant aux équations de la fo rm e:

y (n) =  f(y (n H y (n -2)..... y' y x)
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Effectuons le chan g e m e n t de var iab les su ivan t :

posons :

Vi =  y 

V2 =  y'

L 'équation  de départ est alors équ iva len te  au sys tè m e :

Y'i =  V2 

y ' 2  =  V3

y, (0) = y(0) 
y2 (0) = y'(0)

avec

y'n 1 = yn
y'n =  f(yn.yn- i ......y 2 . y i . x )

yn 1 (0 ) =  y (n 2,(0 )
yn (0) = y (n 1,(0)

qui est un sys tèm e de n équa t ions  coup lées d 'o rd re  1 que nous savons résoudre,

b. Programme

L'ordre de l 'équa t ion  do it  être ind iqué à la ligne 3 6 0 0 :

L 'équation se p rog ram m e à la ligne 3 5 0 0 .  La fonc t ion  inconnue y est repré ­

sentée par Y(0), la dérivée prem iè re  y' par Y (1 ) ....... jusqu 'à  la dérivée K ièm e

représentée par Y(K).

Ainsi, l 'équation  :

y" = — sin y

se p rog ram m era  :

3500 F SIN(Y(0))
3600 N 2

De m êm e :

y (4) = 3yl3) + y' + 3y — x 

se p rogram m era  :

3500 F = 3*Y(3) + Y(1) + 3*Y(0)-X 
3600 N- 4

3600 N 2
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Les conditions initiales à fournir au programme sont ici les n valeurs:

y(x0), y'(x0).....y |n- 1)(x0),

les autres paramètres demandés par le programme ayant la même signification 
que ceux des programmes précédents.

3000 CLS
3010 PRINT TAB( 5 ) ; "EQUATION D'ORDRE N ": PRINT : PR INT

3020 PR INT " 1 -  PROGRAMMATION DE L ’ EQUATION": PRINT
3030 PR INT " 2 -  RESOLUTION": PRINT : PR INT
3040 INF'U T "VOTRE CHOIX:" ;E :  F'RINT
3050 IF  E = 1 THEN LIST 3500 -  3600 : END
\O6O GOSUB 6O) j
3070 NI = N -  i
3080 IN PUT " X0=" ; X : X 1 = X: F'RINT 
3090 FOR L = 0 TO NI
3100 F'RINT " Y " ; :  IF  L > 0 THEN FOR L1 = 1 TO L: F'RINT 

" ; :  NEXT L1
3110 F'RINT " ( " ; X ; : INF'UT " li M P
3120 NEXT L : F'RINT
3130 IN PUT "DEUXIEME BORNE X F :" ;  XF
3140 INF'U T "NOMBRE DE POINTS: ";M
3150 INF'IJT

i—
i

Li_LUCOmÜ
J 

21 
»—

i
L

l F'RINT
3160 H = (XF - X) /  F I /  M
3170 FOR I = 1 TO M
3 ISO FOR J = 1 TO FI
3190 FOR L = 0 TO N I: Y (L) = Z (L) : NEXT L

3200 GOSUB 3500
3210 FOR L = 0 TO N - 2 : A ( L ) = H * Y (L + 1 ) : Y ( L ) = Z (L

) + A (L )  / 2: NEXT L
3220 A = H * F :Y (N I  ) = Z (N I) + A i 2: X =̂ X + H /  2
3230 GOSUB 3500
3240 FOR L = 0 TO N - 2 : B ( L ) = H % Y (L + 1 ) : Y ( L ) = Z (L

) + B (L )  /  2: NEXT L
3250 B = H * F :Y ( N I )  = Z (NI ) + B / r>

3260 GOSUB 3500
3270 FOR L = 0 TO N -  

' + C (L): NEXT L
2 : C ( L ) = H % Y (L + 1 ) :  Y ( L ) = Z (L

3280 C = H * F :Y ( N I )  = 
+ J) * H

Z (N I) + C; x = XI + ( ( I -  1 ) * F I

3290 GOSUB 35UU
3300 FOR L = 0 TO N - 2: Z (L ) (L) + ( A ( L ) + 2 * B ( L )

+ 2 * C (L) + H % Y (L + 1 ) )  /  6 : NEXT L
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Z (N I)  + (A + 2 * B + 2 * C + H # F) /  63310 Z (N I)  =
3320 NEXT J 
3330 PR I NT " X=" ;  X ; TAB ( 2 0 ) ; " Y - " ;  Z ( 0 )
3340 NEXT I
3350 PRINT : INPUT "VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMM 

E ? : " ;  Z $
3360 IF  Z$ = "0 "  THEN 3000 
3370 END
3500 F = (2 * Y (1) * Y (1) + Y(0> * Y ( 0 ) )  /  Y(0)
3590 RETURN 
3600 N = 2 
3610 RETURN

c. Exemples commentés

• E x e m p le  1 :

Soit l 'équation du second ordre suivante :

_  2y'2 + y2
avec

r y(4) =  2 

ty '(4 )  -  —2tg 1

La solution exacte est:

2 cos 1 
cos (x — 5)

3500 F - ( 2 * Y (1> * Y ( 1 ) + Y ( 0 )% Y ( 0 ) ) / Y (0 5 

3600 N=2

EQUATION D’ ORDRE N

X0-4 

Y ( 4 ) - 2
Y’ ( 4 ) = - 3 .  114SI545

DEUXIEME BORNE XF:6  
NOMBRE DE PO IN TS:10 
FINESSE:20
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X =4.2 Y=1.55101796
X=4.4 Y = l . 30929115
X=4. 6 Y = l . 17321722
Y — /I p Y = l . 10258287
V.... cr Y=1.08060462
X~b. ^ Y=1.10258287
.<--5= 4 y —| = j 7 5 2 1722
V " cr. Y = l . 30929115
x=5 = g ¥=1 .55101795
V - - L V=1.99999999

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME

On peut vérifier que les résultats sont exacts à 10 9 près.

• E x e m p le  2 :

Considérons l'équation du troisième ordre:

y(0 ) =- 2

y'" y avec y'(0 ) = - 1

y"(0 ) = -1

La solution exacte est :

y 2 e
X

2 COS (

3500 F=Y

/ 3 x)

( 0 )

3600 N=3

EQUATION D'ORDRE N

XO 0

Y (0 )=2  
Y' (0 ) = — 1 
Y ’ ? (0 ) = - l

DEUXIEME BORNE X F :-5  
NOMBRE DE PO IN TS:10 
FINESSE: 50
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CT Y = 2 .33103443
= - l Y = 2 .13627896
■— 1 « 5 Y = l . 13651377

¥ = - ,3 7 2 3 7 5 3 4 3
- 2  » 5 Y = - 3 ,90849908
:_ ¥= -7 ,6 7 1 7 1 4 5 9
._"T tr Y = - i 1 .4390069
-4 ¥ = -1 4 .0 1 6 1 9 9 9
- 4 , 5 Y = -13 ,8125106

ir- Y = - 9 .08863072

VOULEZ-VOUS REUTILISER LE PROGRAMME?:N

Il est à noter sur cet exemple la possibilité d ’introduire une abscisse finale xf infé­
rieure à l'abscisse initiale x0.

• E x e m p le  3 :

Nous allons nous intéresser maintenant à un exemple concret d 'application du 
programme de résolution d'équation d'ordre quelconque.

Le pendule pesant est un système mécanique bien connu des lycéens.

o

L'élongation angulaire du pendule satisfait à l 'équation :

d20 mg d . n .. . „
-----= ---------s in0 = - K s i n 0.
d t 2 J

Cette équation ne peut être résolue de manière exacte.

Habituellement, on effectue une résolution approchée en assimilant s in0 à 0, en 
supposant que l'élongation maximale 0max reste suff isamment faible pour que 
l'approximation soit valable.
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La solution approchée est alors une fonction sinusoïdale dont la période est indé­
pendante de 0max et vaut :

On peut alors montrer, par une exploitation plus fine de l 'équation de départ, que 
le m ouvement possède une période qui dépend de l'angle maximal selon la 
relation :

O2T T„ ( 1 +̂ -max_)
0  16

(Cette formule est toujours approchée, et valable seulement pour de petits 
angles.)

Nous allons simuler le fonctionnement du pendule sur l 'ordinateur, et chercher le 
domaine de validité de la formule précédente.

Nous prendrons comme conditions initiales:

0 (0 ) - 0 max (variable)
0  (0 ) 0  (le pendule est lâché sans vitesse initiale)

n2
Nous choisirons K -  , de sorte que T 0 soit égale à 4, et le premier passage

à l’origine du pendule aura lieu pour des valeurs de t proches de l'unité, ce qui 
permettra une vérification directe de la formule.

L'équation à programmer est donc:

F PI*PI/4*SIN(Y(0))

La valeur finale est 1.5, le nombre de points à calculer 1 5 0 0  et la finesse 1, de 
manière à pouvoir déterminer une valeur suff isamment précise du quart de 
période.

L'exécution doit être reprise plusieurs fois avec des amplitudes initiales 
différentes.
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Voici quelques résultats que nous avons obtenus:

^max T / 4

r ~
1 +  & mJ  1 6

0 . 2 1 . 0 0 2 5 1 . 0 0 2 5

0 . 3 5 1 . 0 0 7 7 1 . 0 0 7 7

0 . 5 1 . 0 1 5 8 1 . 0 1 5 6

0 . 7 5 1 . 0 3 6 3 1 . 0 3 5 2

1 1 . 0 6 6 3 1 . 0 6 2 5

1 . 5 1 . 1 6 2 0 1 . 1 4 0 6

2

L
1 . 3 2 9 0 1 . 2 5 0 0

On constate que la formule est très bien vérifiée jusqu'à 0 =  0 ,75  rad soit 45° 
environ.

On peut également vérifier que si l'on introduit 0max = ji, 0 reste constant, ce qui 
correspond à la position d'équilibre instable du pendule:

o -

o
i
l

De même, si l'on entre 0max^ n ,  0 augmente au lieu de d im inuer: le pendule 
retombe de l'autre côté.

Si au lieu de spécifier une dérivée initiale nulle, on entre 0 (0) =  10 par exemple, 
ce qui revient à lancer le pendule, ce dernier n'a plus un m ouvement périodique, 
mais tourne indéfin iment et 0 tend vers l'infini.

Enfin, on peut tenir compte de la résistance de l'air, en modifiant l 'équation 
différentielle :

0” — — K sin 0 — K' 0'

Si on lance le pendule, il tournera d'abord autour du point 0 de moins en moins 
vite, puis entrera dans une deuxième phase de mouvement pseudo-périodique 
amorti qui tendra à immobiliser le pendule à sa position d'équilibre stable corres­
pondant à 0 =  0 .
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7. Conclusion

Les méthodes que nous avons étudiées permettent la résolution numérique de la 
plupart des équations différentielles usuelles avec condit ions initiales.

Leur util isation est simple, mais nécessite souvent plusieurs minutes, voire 
plusieurs heures de calcul.

C'est pourquoi nous n'avons pas traité le cas des équations avec conditions aux 
limites, ou le cas des équations non résolues, qui nécessitent un tem ps de calcul 
ne ttem ent plus im portan t:  le BASIC s'avère alors insuffisant, et l’util isation d'un 
compila teur s'impose.
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Annexe 1

Équations de courbes 
classiques

•  y —

•  y =  In

5x
1 + x2 

1
COS X

- x 2•  y = e
X

•  y = e 2 sin x

sin x
•  Y = ---------

x

7. C ourbes d 'éq u a tio n  y = f(x)

(cubique serpentine)

(chaînette)

(gaussienne)
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2. Courbes paramétrées

*{

*{

*1

'(

• |

*{

*{

*1

•{

X = cos t + sin t
(ellipse)

y — sin t

X -  t — sin t
(cycloïde)

y 1 — cos t

X 2 cos2t
(quartique piriforme)

y cosJ t sin t

X 2 cos t + cos 2 t

2 sin t — sin 2 t
(hypocycloïde à trois pointes)

y
X cos31

(hypocycloïde à quatre pointes)
y sin'31

X e' 1 t

y t3 3t

X tg t f sin t

y 1
cos t

X 2t 3 sin t
(trochoïde)

y 2 3 cos t

X cos t

sin t
(cercle)

y
X cos 3t

y sin 2 t 

3 t2
X

1 + t3

l t 2
(Folium de Descartes)

y O l
1 + t3

X ( 1 + cos2 t) sin t

y sin2 t . cos t

3. Courbes polaires

(spirale d'Archimède) 

(spirale hyperbolique)
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• r = 2  cos 0  + 1

• r = 1 + cos 0

• r = cos3 0

cos 0  

sin 0• r = - ,,

•  r -  sin 20

•  r =  2 cos 20 — cos 0

•  r = cos2 0 (cos 0 + sin 40)

•  r - sin 0

•  r =  cos 30

•  r — sin 20 (cos 0 + sin 0)

__ sin 0__

1 + 2  cos 0

• 2 a•  r =  sin 0

■ 3o
•  r sin '

•  r 1 + tg 20

(limaçon de Pascal) 

(cardioïde)

(Folium simple)

(cissoïde de droite) 

(cochléoïde)

(rosace à quatre branches) 

(scarabée)

(Bifolium)
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Annexe 2 

Dérivées
des fonctions usuelles

F o n c t i o n D é r i v é e

xn n xn 1

1 1

X x2

1

2 x/x~~

enl* m emx

I n x 1

x

COS X — sin x

sin x COS X

tg x 2  - 1 + tg2  x 
cos x

cotg x 1

sin2  x
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Fonction Dérivée

Arc cos x - 1

v/ 1  - x2

Arc sin x 1

\/l - x2

Arc tg x _J___
1 + x2

ch x sh x

sh x ch x

th x — \—  = 1 — th2x
ch x

Arg ch x 1

\/x2  — 1

Arg sh x 1

\/x2  + 1

Arg th x 1

1 -x 2
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Annexe 3

Développements limités 
des fonctions usuelles

COS X 1
x 2

2 !

I

^
 

—
 

X
 -

t
+

-  + (— A T T 7 + 0 ( x 2n + 2 ) 
(2 n )  !

s in  x X
x 3

3 '

x 5
+

5 !

y2n+ 1
... +  ( - n n . - - x +  o ( x 2 n +3 )

( 2 n  +  1 ) !

e x 1 +
X 

1 !

x2
+ + , 

2 !
... + X" + 0 ( x n + 1 ) 

n !

(1 + x)" 1 +
a 

1 !

<i(u — 
x +

2 !

D  x 2  t t a ( a - 1 ) . . . ( a - n + 1 ) x „  

n !
+  0 ( x n + 1 )

1

1 + x
1 X 4 x — x J -i- ... + ( -  1 )n x n +  0 ( x n * 1 )

1

1 X
1 + X + 2 3 X + XJ + ... + x n + 0 ( x nt 1 )

ln (1 * x) X
x 2

2

x 3
+ — ... 

3
. + (— 1 )n 1 X- +  0 ( x n t  1 ) 

n

Arctg x X
x3

3
x5

+ — .., 
5

v2n + 1
, + ( - 1 ) n x + 0  (x2n + 3 ) 

2 n  4- 1

Arcsin x X f
1

2

x 3 1 .3  

3 f  2 . 4

x 5 1 .3  ... ( 2 n — 1 ) x2n+1 

5 + + 2 . 4  ... 2 n  2 n  +  1
+  0  (x2^ 3

. , X3 X5 X2 ni 2 n * 3 \Arath x x+ + - + 0 (x̂ J )
3 5 2n + 1
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Annexe 4

Primitives des 
fonctions usuelles

F o n c t i o n P r i m i t i v e

xn (n i  - 1 ) x" ‘ 1 

n + 1

1 - 1

X2 x

1

2  y / x

v / x 1

1 In x
X

0 mx

emx
m

In x x In x — x

cos X sin x

cos (eux + ©) — sin (o)x o)
0)

sin x — cos x

2 4 9



Fonction Prim itive

sin (wx + cp) — — COS (cox -1- (J)) 
CO

tg x — In | cos x|

cotg x In | sin x|

1
cos2 x

tg x

1
sin2 x

— cotg x

1

COS X ln ,tg ( \  + f  >1

sin x
In |tg ( ~  )|

1
1 + cos x tg!

1

1 — cos x

* x 
cotg -

ch x sh x

sh x ch x

th x ln(ch x)

coth x In Ish x!

1

ch2 x
th x

1

sh2 x
—coth x

1
sh x

In |th ^  |

1
ch x

Arctg (sh x)

1

1 + ch x

1
1 — chx

coth X 
2
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Bien qu 'ils  soient le plus souvent u tilisés à des fins ludiques, les 
m icro-ord inateurs n'en sont pas m oins capables d 'e ffectuer avec préci­
sion et rapid ité toutes sortes de calculs numériques.

S ’adressant à tous ceux qui désirent u tiliser leur m icro-ord inateur 
dans un but scientifique, cet ouvrage perm et aussi bien l'in itia tio n  aux 
m éthodes num ériques que la réalisation de program m es spécialisés 
u tilisan t les program m es présentés com m e des outils.

La théorie reste qua lita tive  autant que possible, de manière à priv ilé ­
g ier la com préhension in tu itive , les exemples com m entés jouant un rôle 
essentiel. Chaque chapitre tra ite  d'un sujet particu lier, et tous les 
program m es qu 'il com porte  peuvent être utilisés s im ultaném ent. De 
plus, tous les chapitres sont indépendants et peuvent être abordés dans 
un ordre quelconque. Deux program m es graphiques perm etten t en 
outre de bénéficier de l'a ffichage haute résolution de l’ord inateur pour 
représenter des courbes ou des surfaces.

Les program m es sont écrits en BASIC standard, ce qui en perm et 
l'in troduction  sans m odifica tions sur la m ajorité des ordinateurs.
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