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Cet ouvrage propose une collection d’algorithmes numériques, destinés a
étre employés sur micro-ordinateur dans le but de résoudre nombre de
problémes scientifiques, relatifs aux mathématiques, a la physique et a
I’électronique, et s’adresse a tous les possesseurs de micro-ordinateurs,
quel que soit leur type. Tous ces programmes ont d’ailleurs été mis au
point sur une version 16 K. Ils sont écrits en BASIC standard et ne font
pas appel aux propriétés particulieres d’'une machine.

Ce livre s’adresse a tous les curieux, bloqués devant un probleme qu’ils
ne savent pas résoudre. C’est alors que I'on s’apergoit que I’explosion de
I'informatique, et les nouveaux modes de pensée qu’elle devrait induire,
n’ont pas toujours été accompagnés par la réforme nécessaire de
I’enseignement théorique dans nos lycées et facultés.

Prenons l'exemple (6 combien classique!) du pendule pesant, au
programme des classes de terminale. Les connaissances des éleves leur
permettent aisément d’écrire I’équation différentielle du mouvement; il
s’agit en effet d’'un probleme simple de mécanique.

Un double écueil surgit alors : d’une part, cette équation n’est pas
linéaire — on décide alors, assez arbitrairement, de n’étudier que les
« petits » mouvements —; d autre part, les connaissances mathématiques
des éleves permettant de résoudre cette nouvelle équation linéarisée ne
sont pas du niveau de cette classe; les mathématiciens fournissent alors la
solution (signalons a leur décharge qu’ils peuvent mener une discussion
qualitative de 1’équation exacte et décrire les conditions initiales
conduisant a des solutions périodiques).

Or, grace a l'informatique, la seule connaissance de la premicre
équation, établie par les éleves et comprise par eux, permet d’aboutir,
sans aucune approximation, a la solution (numérique), seul objet digne
d’intérét pour le physicien.

Qu’importe la méthode! Et n’est-il pas merveilleux de trouver en
quelques secondes la solution de problémes que des dizaines de
générations ont étudiés péniblement?

Nous nous sommes particulierement attachés a proposer des program-
mes courts et modulaires, sans pour autant sacrifier la précision ou la
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rigueur des algorithmes; nous expliquons toujours largement la méthode
employée. En outre, quand cela était possible, nous avons éliminé les
recherches de convergence (la solution existe-t-elle?), puisque tout
probleme physique a une solution. Tous les programmes ont naturelle-
ment été testés, notamment sur le choix d’exemples proposés, et sont
utilisables directement pour d’autres applications. Aucune digression
théorique n’est faite, surtout si elle ne débouche que sur une méthode
inexploitable. Un dernier probleme, pratique, subsiste : toutes les
méthodes proposées mettent d’autant plus de temps a s’effectuer qu’une
grande précision leur est demandée. Il est alors conseillé de travailler sur
un micro-ordinateur disposant d’'un BASIC compilé, ou, si ce n’est pas
possible, d’un Pascal. Nous donnons d’ailleurs les programmes les plus
«lents » dans ces deux langages.

Enfin, tous ces programmes sont interactifs et se complétent. Nous
donnons a titre d’exemple la combinaison des Chapitres 5 et 6, qui
permet d’obtenir d’une facon tres élégante la solution d’un probleme
particulier. '

Nous remercions nos éleves respectifs de nous avoir incités a écrire ce
document et de nous avoir guidés dans sa réalisation.

PIERRE-MARC BEAUFILS,
WOLFRAM LUTHER.



Les instructions relatives au mode texte sont standard. Pour le mode
haute résolution, les caractéristiques sont les suivantes (elles demandent
donc éventuellement une adaptation) :

Axe OX horizontal gradué de 0 a 239.

Axe OY vertical gradué de 0 a 199.

Origine des axes située en haut a gauche.

CURSET X, Y, 1 : allume un pixel de coordonnées absolues X et Y.

CURMOV X, Y, 1: déplace le point courant des quantités X et Y
relativement a ’ancienne position.

e DRAW X, Y, 1 : trace une droite de coordonnées X et Y a partir du
dernier point.

e CHAR A, 0, 1 : écrit le caractere de code ASCII A a la position du
point courant.

e CIRCLE R, 1 : trace un cercle de rayon R ayant pour centre le dernier
pixel allumé.






|
UN ALGORITHME?
MAIS C’EST TRES SIMPLE!

Nombres complexes. Module et phase
Equation différentielle linéaire du premier ordre

Mouvement ponctuel newtonien

W N =

Reégression linéaire




1. NOMBRES COMPLEXES. MODULE ET PHASE

En électronique, il est souvent fait usage de la notation complexe pour
représenter une grandeur relative a un fonctionnement d’un systéme en
régime permanent sinusoidal. En particulier, la transmittance d’un
quadripéle, rapport entre tension de sortie et tension d’entrée, est une
grandeur complexe, fonction d’un paramétre, la pulsation du signal
sinusoidal incident. De fagon générale, et dans les cas les plus simples,
cette transmittance peut étre de trois types fondamentaux :

1. passe bas du second ordre (1),
2. passe haut du second ordre (2),
3. passe bande du second ordre (3).

Leur expression mathématique est la suivante :

T 1
I . . w 2
142 jm—+4|j—
0 W
o)’
j—
(O
T,= 5
. . w
1+2 ]m—+<]—>
0 W,
X w
2 jm—
_ w, 1
T,= 2= ;
. W . W ] @ W
e 2] (e D
w, w, 2ml\w, o



Les électroniciens étudient ces fonctions dans le plan de Bode, plan
dans lequel I’axe des abscisses représente le logarithme de la pulsation et
celui des ordonnées 20 log|T| (en dB donc).

Tracer ces fonctions ne présente pas de difficultés particuliéres.
Cependant, ’étude de la phase pose un probléeme dans la mesure ou le
dénominateur commun a ces transmittances a un argument variant de 0 a
— 7 lorsque w varie de 0 a I'infini. Pour la pulsation w,, on constate en
effet que la tangente de cet argument devient infinie. Il est alors
préférable de se servir de la seconde forme de I’expression de T, qui, elle,
ne possede pas de singularité génante, et d’écrire :

— T _
Arg(T))= — 5 + Arg(T;)

— w —
Arg(Tz) ==+ Arg(T5)

Nous proposons de tracer les lieux de Bode de ces trois types de filtre.
Il est possible d’en déduire la réalisation de courbes universelles.

La construction de I’échelle logarithmique est effectuée de la maniére
suivante :

Supposons que 50 points représentent une décade. Nous définissons un

1
incrément D=101 (756) =1070,02. Nous passons donc d’un point au

suivant en multipliant la fréquence par cet incrément. Il parait ainsi
évident qu’au bout de 50 points : f’=f-(D)T 50=10f On peut donc

1
dire que la distance séparant deux points représente 30 de décade.

Nous proposons dans le programme deux graduations possibles pour
cet axe horizontal, soit 100 points=1 décade (on observe ainsi I'évo-
lution des courbes sur deux décades), soit S0 points/décade (observation
de quatre décades).
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19 CLS
ca PRINT"TYPE DU FILTEE "

30 PRINT
49 PRIMT" ¥Passe bas......01 0"
20 PRINT" fFPazze haut.....020"
A8 PRIMT" ¥Pazze bande. ... 030"
65 GET R
78 PRIMT

20 IMPUT"Facteur do’amorbissement: "M

30 IF MIITHEWTR=2A%L0G, 2¥M S0RC 1M 2 3y
ELZE TR=Q

92 PRINT:PRINT"Yaulez wous etudier la f
onction sur 4 decades( 1) oy 2 decades( 2
7" GETH

199 IF H=1 THEN D=19"0.62 ELSE [0=16"3.0
1

iég IF H=1 THEM W=1-C1080%0" ELSE W=1,¢1
A

126 ON R GOSUE 206,323, 240

138 DEF FHPC K 1==ATHC (=14 2,0 2451 1 1+F
149 FRIMT:PRINT"Youlez wous le modulel(M
Y ou la PhaselP27?7":GET A%:HIRES

145 GOSUB 1064

159 IF A%="M"THEM 168 ELSE IF A%="P" TH
EM 2006

153 GOTO 144

160 FOR ¥=0 TO 1392

170 CURSETZzO+X, 60~2a% OGCFMMOW 2,1

180 W=W4D

198 NEXT

195 STOP

208 FOR X=A TO 139

218 CIURSET20+44,60~(20/CFP1,2 3 y¥FNF(W 3, 1

220 L=L*D

238 NEXT

249 STOF

300 DEFFMMC KX i=1,0CC 1=K K 2240 2HMEK )2 1~
B.5):P=-Plr2

310 RETURN

320 DEF FNMC M I=R2CCC 1 ~AHK 1240 24M¥K >~
2)°80.5):P=Plr2
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338 RETLREM

348 DEF FMMC K =28MEX A CCL~KEK D2+ 28MEX
230,50 :P=0

350 RETURN

1008 REM ¥%¥ AXKES *¥k

1016 CURZET9,Q,1:DRAWZ39,4,1:DEAWA, 199,
1:DRAWN-2359.8,1:DEAWA. -199, 1

1020 CURSET20,60,0:DRANZ219,9,1 : DRAL-3, -
3,0:CHAREZ, 0, 1

1930 CURSETZ20,152,8:DREAWG, -150, 1 : DEAWN-2
+~4,0:CHARS24,02, 1

1040 FOR N = 1 TO 3

1850 CURSET 20+50%M,62,9:DRAND, -4, 1
1860 NEXT

1870 FOE N = 8 TO 3

1088 CURSETZA, 20+20%M,0:DRAN 4.8.1

1998 NEXT

1198 RETURN

20 log |T|
- 40 dB

-~ 20 dB

~ — 20dB

=~ — 40dB

Filtre passe bas. Courbe de module. m = 0,2. Etude sur 4 décades. Tr=28,13 dB.
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T |T| 20 log
. 40 dB
!
- 20 dB
0 ®
‘w Y ::L‘ 4+ 3;
o
-,
~ — 20dB T
e,
.~ — 40 dB B
aad

Filtre passe bas. Courbe de module 2 décades. m=0,2. T =8,13 dB.

L +2n
/7
e + n/Z
@Wo
L. . w ot
s + *
—,
- -1,
o~ — 2 ny, .
- T T e sttt o et s,

- — N s

Filtre passe bas. m =0,2. Courbe de phase. Etude sur 2 décades.
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4+ 20 log |T|
L 40 dB

~ 20 dB

{
{
¥

Filtre passe haut. m = 0,1. Courbe de module. Etude sur 2 décades. T, =14 dB.

4+ o~
‘.‘.
-+ 2 ny/, '
-+ n/Z .
@0 N, w
- + boand - -5 Y
~ — 20y
-~ — l’_l
’-

Filtre passe haut. Courbe de phase. m=0,1. Ftude sur 2 décades.
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T 20 log |T|
- 40 dB

-~ 20 dB

~ — 20dB

-——'ﬂ’.—‘
r—""40 dB

+

Filtre passe bande. m =0,05. Etude sur 2 décades. Courbe de module.

)
-+ 2 H/Z
- .,
~ + n/Z “
@Wo
-+ -+ + - 4
’
~ —n 0
I‘l/z e,
- Zn/Z
~ — n
-
-

Filtre passe bande. m = (,05. Etude sur 2 décades. Courbe de phase.
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2. EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE DU PREMIER
ORDRE

INITIATION AU PROBLEME

Il s’agit de tout systéme physique décrit par une équation du type :

Tdy (1)
dt

+y(1)=Bx(1)

Les solutions d’une telle équation sont parfaitement connues pour des
signaux x (t) simples : échelon, sinusoide. Dans les autres cas, il faudra
une intégration numérique.

y(t)=y, exp (__(‘:ﬂ)+§f; x (u)exp <(u:t))du

T

(Voir le programme Intégration.) Cette équation est celle qui régit le
fonctionnement des circuits dits du premier ordre en électronique :

L i(t)

e(t) C —

- 19 -



e(t)—s(t) di(t)

i(t):—R— e(t)—s(t)=LTt'
i(n=c & i(n="
dt
D’ou : D’ou :
ds(t) _ L ds(1) _
RCd—t+s(t)—e(t) R s +s()=e(t)

De fagon générale :

ds(t)
dt

T

+ s(t)=Be(t)

7=constante de temps du systéme (en secondes).

B = transmittance statique du systeme.

METHODES

Nous proposons de remplacer les dérivées par les rapports d’accroisse-
ments finis. Ainsi :

As+ B
T—+ s=Be
At

Appelons :
A t =intervalle de calcul;
s, =valeur de s a l'instant k-At;
e, = valeur de e a l'instant k-At;
s,_,=valeur de s a l'instant (k—1)At

- 20 -



Ainsi :

sk_sk—
X X 45 =Be,.
At

T T
Sy [1 +K';:| =B€k +A_t- Sp—1-

Ainsi, la valeur actuelle de s, peut étre prédite, si I'on connait sa valeur
antérieure s, _, et la valeur actuelle de I’entrée e,. Pour commencer le
calcul, il faut naturellement une condition initiale, qui est en général s,
(ce qui sera par exemple la tension aux bornes du condensateur a t=0).
On en déduit facilement 'organigramme.

Remarquons que e, = e (kA t) peut étre soit une fonction explicite du
temps : e, =sin(kAt), soit une fonction quelconque définie par un
tableau (matrice) : e, = E (k).

Initialisation : T, At, s,
et B.

le
Y

T
. B At
Introduction de e,. |——| Calcul: 5, = e+ Sk

Pour les connaisseurs, il va de soi que At doit étre petit devant T qui
caractérise la vitesse de réaction du systeme. Mais qu’en est-il si e est une
fonction du temps? Nous reviendrons sur cette question plus loin.
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L’erreur systématique a chaque pas est de l'ordre de (At)*; l'erreur
globale aprés sommation est un infiniment petit de 'ordre de At.

AMELIORATION DE LA METHODE

La méthode précédente est simple. Essayons de la cerner avec plus de
rigueur.
Reprenons I'équation différentielle du systeme :

ds(t)
dt

T + s(t)=Be(t)

Intégrons-la entre (k—1)At et kAt :

T
(k—1)At dt

J,kA: ds(t) dt+f s(t)dt:Bj e(t)dt

Les deux dernieres intégrales peuvent s’évaluer avec la méthode du
trapeze :

(k—1)At kAt

I1 est facile de voir que I'aire correspondant a l'intégrale j s(t) dt peut
étre approchée par celle du rectangle hachuré :

D
2

At

- 22 -



D’ou :

S+ Sy —B e+ e,

T(8, —S_1)+ AL

2 2
et donc :
At B
T-—-— —
2 2
S = +AtSk_1 +-:E(ek+ekfl)
T+ — T+—
2 2

Cette relation, légérement différente de la précédente, fait intervenir
€r_1-

Que pouvons-nous penser de la précision de la méthode et du choix
optimal de At?

Pour cela, utilisons cette relation dans un cas ou la solution de
I’équation est parfaitement connue : e(t) sinusoidal. En notation com-
plexe, on sait que la transmittance de tels systemes est du type passe bas :

Posons alors :

e, =E, exp(jokAt)=E exp(jwkAt)

s =Sy exp(j@)exp (jwokAt)=S exp(jwkAt)

Si—1=So exp(j@)exp(jo(k—1)At)=S exp(jw(k—1)A1)
(La solution, en régime permanent, est en effet sinusoidale.)

Le développement de Dexpression obtenue précédemment donne
alors :

=3
Il
lesR1l%)

B
. wA't
]tg(—2—>
At

2T

14+

- 23 -



Si I'on compare les courbes donnant les modules des fonctions T par
rapport a , on obtient :

20 log|T| 4

IR
g

» log w

filtre numérique

Ces deux courbes sont apparemment différentes; cependant, on
constate qu’elles coincident pour les pulsations « petites» :

wAt
tg(x) = x; x=—2—-

Cela nous améne a nous interroger sur le sens physique de la méthode
numérique étudiée. En effet, du point de vue de I’électronicien, il y a eu
un échantillonnage a intervalle de temps At, donc avec la pulsation :

2
< At

Or (théoreme de Shannon), cela n’a de sens que si la plus haute
pulsation traitée w est inférieure ou égale a la moitié de la pulsation de
I’échantillonnage w, :

1 21 T
O<- it oL——=—
S @ 30 T2At At
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et donc la condition cherchée :

At

el

En pratique, on prendra un coefficient de sécurité. Les résultats
obtenus par l'intégration numérique ne seront alors en théorie valables
que si le développement en série de Fourier de e(t) ne comprend pas

. . L. . m .
d’harmoniques de pulsations supérieures a Ar Pour que cela ait un sens,
t
il faudra donc en général avoir :
w, <

At

Remarque

Cette méthode n’est plus approchée, mais exacte, si 'on veut simuler
le fonctionnement d’un filtre numérique, construit suivant la disposition :

(4
l + > Si
ligne a €k—1_
retard " ++
At
Sk ligne a
retard
At

Il pourrait sembler que la méthode est d’autant plus précise que le pas
de calcul est petit. Il n’en est rien. En effet, il n’est pas impossible, si ce
pas est effectivement petit, qu'un calcul intermédiaire conduise a une
variation d’une quantité plus petite que la précision du micro-ordinateur.
Celle-ci est, dans les cas courants, de neuf chiffres. Ainsi : 14+ 107'"=1;
une variation de 107!° ne peut étre prise en compte pour une variable
qui vaut 1.
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APPLICATIONS

Filtre numérique

Comme conséquence directe de notre étude, nous pouvons essayer de
comparer les courbes de réponse de filtres numériques et de filtres
passifs, ayant méme pulsation naturelle w,, en fonction de la fréquence
d’échantillonnage w,. Le programme («Filtrage ») est simple. Il permet
de tracer les courbes en coordonnées logarithmiques.

De fagon générale, le filtre numérique se caractérise par une suite de
nombreux zéros de transmission. En basse fréquence, sa courbe de
réponse «colle» a celle du filtre passif; le domaine ou les deux courbes
coincident est d’autant plus grand que , est grand.

Won0 o 10 o, 100 w,
0 dB _'L v | | e >
|
e

I
20 log |T| :
-20dB ..
3 :
W)= W, ;
- ;

20 WO =2%PI/DT

- 26 -
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> w

0 dB
- 20dB
€

PI/DT

20 WO

w

B tme tmt i me et et tme msama s s tms em s bme tmeemi s ms s s e

e e ime s ims tmiame sme tmesmeimamL sl tes tme tms cmarmt e e tae s e

20 WO =PI/(2+DT)



W

"’""‘L"""“""" .,

%

P1/(10DT)

20 WO

w,

-

teesrtec ter imcms ot tae e e me cmscm e e

-

20 WO =PI/(50«DT)



Programme “‘Filtrage’”

16 OT=1E-3
28 WAa=P I Sas0T o

20 W=Was 180

44 HIRE=

5@ GOSUE 260

A DEF FH O FOW 3=l 2S0RC1+CCAWO 32 0

Y [EF FH er?=1#S@RC1+ﬁ{THH€HxDTf2?fCH
AEDT 292200

SE H=1870 1480

FOR =@ TO 2329
W=l 4 H
Fa—agl QOGCFH FOW 2 G=-280%L 0GCFH G

BoURR]

P x IS I TR IS N 0 RN A% B § (Si 151 F‘! ;‘_‘-‘.} PR R ]

1

1

"

128 IF F»128 THEM 158
1468 CURSETUL.F+5.1

190 IF G » 198 THEMW 173
1A CURSETU, G+5, 1

1768 MEXT I

128 STOF

208 REM ASES

218 CURSETG. 6.1 :DREAW 223.8.1
2@E FOR M=1 TO &

6,5, 1 HMEXTH
o1 DRALZZS, 8,1

H
{

AR

IR CURSET Mida-1.0,1:DEAL
240 CURSETE. @, 1: DRAWG, 199,
DRAMNA. -153.1

250 FOR H=1 TO S:CURSETA, Z@EH+5 1 DREAMWS

B MERTH

ZER FHTTFFH 45 CURSETAQ%L OG0 Z¥F T DTHIE
V2L A. 1 DREANG, 1591

27 CUEMET?G.H 1iDRALE, 155,11

208 RETURM

Charge d’'un condensateur
L’équation du systéme a été donnée dans l'introduction du chapitre :

ds(t)

RC +s()=e(1)
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Posons e (t) =constante (cas de I’échelon de tension), s(0)=S0.

Le programme s’en déduit facilement (voir programme « Circuirc »).
Quelques remarques cependant. Le raisonnement précédent ne s’appli-
que pas a I’échelon, qui est un signal non périodique, et donc pour lequel
le spectre de Fourier contient toutes les fréquences. Une étude graphique
montre alors que, dans ce cas :

DT dt
— soit —<—
rc " TS0

semble convenir.

Par ailleurs, des valeurs trop grandes pour dt donnent des solutions
plus grandes qu’en réalité. Cela vient du fait que la dérivée initiale de la
fonction est prise en compte plus longtemps. Des valeurs trop petites
pour dt ont pour conséquence une erreur d’arrondi. Un sous-programme
(300) donne la solution exacte pour le cas ou s(0)=0.

Remarque

La solution théorique exacte est :

—t Const * (u—1)
s(t)=s(())exp<-§6>+ RC exp( RC )du
0

- 30 -



DT/RC=1/100

+

4+
E

s(0)=0
e (t)=E constante
Les 2 courbes (solution numérique) et (solution exacte) sont superposees.

4 ) -“.'Jf"'";;n
. .."":".“

3 courbes superposées L N

DT 1
T RC 2 o

DT 1
“ReT T : * + !
— solution exacte
s(0)=0 +

e (t)=E = constante




DT 1
RC  10¢
2 courbes, l'une pour s(0)= — 10, lautre pour s(0)= +7; on a e(t)=10.

Programme “'Circuirc”

IMFUT"DT en fraction de RC:":DT
IMFUT"Tenzimn = initiale: "5
INFUT"AmPlitude de 1'echelon: " E
HIRES

GOELE 2804

FOR = TO 168 STEF (40%0T 2

DE=l E-S 24DT : 5=54+05%
LCURSET41 4, 1@8-20%5/E, 1

A CURSET41+0L, 1a0-204E-AETCE 2, 1
B MNEXTL

@ =TOF

A FEEM RAEES

B

CURSET4a, 1606, 1 :DEAW 180, 6. 1 CUREMOVEA
A:CHAREZ. &, 1

f DAY e = L0 0~ O B GIDNY
e QN @RIRRDDRR



22f CURSET48, 180, 1:DRAW @, -166. 1 : CURMOY
- ‘“4 Q:CHARSY @, 1
2?@ FﬂFH lTﬂ 4:CURSET4a+4@dM, 182, 1 DEAK

°4M FNP H“l TO & CURSET 28, 2@+203%H.1:D
RAMG &, 1 :HEATH

250 CURZETG. @, 1:DRAWA, 125, 1 DREANZE2, 0.1
(DREAMA, ~15252, 1 DEAL-222, 8.1

2e8 RETLUEN

nan FOR U= TO 1&6

210 CURSET4E+L, O 1-ESF - i g - 58 0+ 1 20

—

a2 MEXTL
250 RETURM

Autre exemple

La méme méthode peut servir a résoudre d’autres problemes.
Considérons le cas de la recherche de lignes équipotentielles, c’est-a-dire
de lignes le long desquelles une fonction donnée F(X,Y) garde une
valeur constante C. Le programme proposé montre I'’exemple (ligne 600)
de la fonction :

F(X,Y)=X*—Y*+3XY

Il demande d’abord les valeurs extrémes de X et de Y, ainsi que
l'intervalle de calcul H (soit un At), qui est normalisé par la suite.
Ensuite, il est demandé une valeur particuliere de C, ainsi qu'une abscisse
de départ A (POKE28,0 permet d’écrire dans les trois lignes de texte, en
bas de I'écran haute résolution).

La méthode de Newton cherche alors un point initial de coordonnées A
et Y(A), s’il existe. La courbe est décrite par les méthodes précédentes;
elle est interrompue dés la détection d’une tangente verticale. La courbe
est enfin reprise du méme point, dans 'autre sens.
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o
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"4

AR

2

FEM 5% FﬂTEHTIEL FEF
IMFUT Ml R
ITHFUT max = "B
ITHEUT " = 'iTH
IHFUT ax = "B
IF wE<=#A OR YBo=YA THEW FIMG: GOTO

h

Tww XX
=
J1
&

THFUT " Interwalle de calcoel = "iH

CIM W18 s, U0zl

FOR E=8 TO 14

Yok a=1E1E

HE=T K

A HIEES
FORE 25, 8: Fer

o lignes en baz de
IHFUT " w9 = &
IrFHT " Hb:c15:e 1u11 le a = "iH
IF AF=xE OR Ac=5A THEM FREIMNT " @« mi
Cowomax "M GOTO 128

FUH Eoo= 1@ TO 8 =ZTER -
e N i = B A = = I A D v

GDZUF b1
HEST K

IF J=f THEH FEIMT " Faz de zolobion
s = " GOTO 12A
SOEUE S0a

IF =823 THEH FEIHT " Faz de solobion

et d ecrire dans
1 ERY Hautt Fles

m
|T"

o
a

T}

Caad o=t SOTO 126

fu

Ly T = a0y o

15 - 1

(AR S SN A% N PR SN e .'-_:! ._

i
o=

AR

ol

K=z

IF Exz#ld+1 THEH 3z8

o ISR = -1 I T T

1 GOEUE FEG
T P b

-.'.-: ::, . [jl",'... F l IF" }‘

R o I Y i R

GUsUE Thn

IF ¥k o= @ OF SZEE R YR o= B DR Y
cE THEMH Ho=-H bosbobl s GOTO 235

GOTO 2&a



MEXT K
GOTO 120
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R

DR RN

AN
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=
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RETURH
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i
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P X

FETURH
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'
FETIIFH
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IF %
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o0

ZEE THEH
LB
TEPR

w4

RN R WX S wx]
jca i i
i
— A
!: [y
=
—_
s
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=
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5| J:g Fiol k= A TO
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T 18a

GOEUE Ao GOESUE 850
v IF FY o= 8 THEM EETUREH
1l o= - FeRY

3 THEM

REM Fdd FOMCT TOMS

W O ZRR

"

THEM 3% =

10

Fo) K
k=11 THEM EETURM
YR

- 1E-3
» THEM 228

16

!
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NEN TN A EL]

e

Fo Fu

Fu dkd
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e
GOELE SR FH=F
SR FE=C FH-F 00 H

SUEDE SO F el
FIAE e FH-F S0 H

*
JE

o= 1
=

R
Lt

i

ELAE IR o 3
™

initiales
DR W e
ERRBLRCE FLD AN R
THOTHEM ZZ@
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360 MEXT L
578 GOTO 2198

XA A XB
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3. MOUVEMENT PONCTUEL NEWTONIEN

Un mobile ponctuel, soumis a une force centrale centripéte d’intensité

inversement proportionnelle au carré de la distance, décrit un mouvement
newtonien.

T=0M
u : vecteur unitaire

Intéressons-nous au cas d’un satellite de la terre, que nous assimilerons
a un objet ponctuel. On peut écrire :

— - mm; —
F=ma=-G u

7-2

Cette équation conduit a un mouvement plan.

En appelant G(=6,67 X 10~!'' MKSA) la constante de gravitation
universelle, on aboutit a :

Gmy —
—u

a= —

T
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Il s’agit d’un systeme d’équations différentielles, que I’on peut écrire :

d’ x G X
mys—————
dr? T (xz + yz),zxz

d’y y
7=—Gmyp———7
dt (x*+y)

La résolution de ce systeme dépend de deux conditions initiales (a
t=0); on se donne en général ;, (distance au centre O) et la vitesse de
satellisation “T, (module et angle de départ).

Il y a (au moins) deux méthodes pour résoudre ce probléme :

e Une résolution directe du systeme d’équations, en étudiant I’évolution
du systtme pendant des incréments de temps dt. Cette méthode a
I'avantage d’utiliser ainsi le temps comme parametre, ce qui permet de
suivre le satellite en temps réel.

e Une solution analytique du phénomene, c’est-a-dire le tracé direct de
la trajectoire. Le temps n’intervient alors pas.

PREMIERE METHODE

Elle est classique et a déja €té étudiée dans cet ouvrage. Nous posons
K=Gm,. L'intervalle de temps choisi est DT =10 secondes, ce qui
parait raisonnable. Les conditions initiales sont : I'altitude d’éjection H,
I'angle d’éjection A et la vitesse d’éjection V0.

Le programme évalue dans un premier temps (a titre indicatif pour le
lecteur) la plus petite vitesse permettant la satellisation dans le cas :

o
@, =—
2

Un facteur d’échelle F est calculé, prenant le rayon de la terre R,
comme référence si G=1. 50 points son l’écran représentent R,. Si
G =0,5, cette échelle est divisée par deux.

Les grandeurs initiales en coordonnées cartésiennes sont ensuite
évalucées.
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Le systeme d’équations différentielles est enfin intégré. Trois exemples
de courbes obtenues par ce programme sont fournis; on notera que, dans
le troisiéme cas, le satellite s’écrase sur la terre!

16 K=9, 84 5. 872 F1E12

28 IMPUT"ALTITUDE [V EJECTION Cen m I=";
H

20 DT=16:Ra=c, 2E&

40 WM=S0RC ZEKERA/CCRB4H DRCZXREA+H D D

58 FRIMTWM

@ THPUT"WITESSE DPEJECTION Cen meos ="

e
A CTHFUT"AMGLE DEJECTION ©en dedpresz i=
"iA

20 IHPUT"FACTELUR D/ECHELLE =":ifG

20 F=GF50-6, 2EG

108 E=EA+H WY =VEECOSC AXZER 2360 0 W H=aE
ST AFZER T TG0 D =R =0

116 HIRES

126 CURSETIZ26. 1660, 1 :CIRCLESA%G, ]

126 CURSETE. @, 1: FPHH??P.ﬁ 1:DEAME, 1221
(LRAM-239,0 8, 1 DRAMS, ~199,1

1468 RI=R"2: A=l B2 [ =—kEY <R3
1!:-'

TO WHSNUAAREDT WY HADT
1 HSHANEDT PSR T

CURSET 1260 54F 1, 1600 V4F 3, 1

R=SORE LT )

T1=T1+DT: T=IMTL TL BE00 0 FRIMTT: " k.

e el
L0 = Ty o
EA IR RN ]

FEIMTT1

GOTO148

LFRIMT"FACTEUR [ ECHELLE = "G
LFREIMT"ALTITUGE DE DEFRET" H:" m"
LFREIMT"WITESSE DA EJECTION" :WE: " mes

Pl e DG 3 )
EEERR IS RN

B
D R LY bR Y

3
A
5y

LFEIMT"AMGLE DAEJECTION" (A" dedres

-
'

LEFEIMT"VITESSE MIMIMUIM ="MM:" meos”
LPREIMNT"FERIODE DE EEVOLUTION =";T1:

Frd [xl
i 3 M
=5

3

]

SO
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SECONDE METHODE

On démontre que la courbe décrite a pour équation :

1 Gn[

- +E cos 8+ B sin 0
T C?

avece !

C=1,v, sin q,

1 Gmy
b= i o
To  To Vo SIn® «,
Cotg «,
TU

Les conditions initiales a introduire sont les mémes que précédem-
ment : T, v, A. Sagissant de la solution exacte du probléme, la
précision du résultat est liée au choix de l'incrément de I'angle 6;
I'équation étant en effet du type polaire implicite 7= f(6). Les trois
mémes exemples ont été choisis, a fin de comparaison.

12 K=9, 2406, 82 1E12
23 INPUT"ALTITUDE D’EJECTION Cen m )=";

20 DT=10:Fa=6, 2E6

40 YM=SQE( ZXKIRACCRA+H DEC 2ERE+H 2 2

58 PRIMTYM

@ THPUT"WITESSE DAEJECTION Cen mss ="

Iyl

7@ IMPUT"ANGLE D'EJECTION (en degtesz I=

";A:A=20-A

20 INPUT"FARACTEUR [0 ECHELLE =":G

20 F=G¥50-6.8E6

100 R=RA+H: D=REOXSINCA¥24PI - 2600 E=(( ]
I/366 070

114 HIFES

AR I=C KA DAD Y D 3 B ] RATANC RESEF T/
120 CURSET128, 160, 1:CIRCLESA%G,

1
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138 CURSETG.a. 1 :DRAMZ22.48, 1:DRAMG. 1551
(DRAN-239,68. 1 :DEAKG, -199, 1

144 T=8:Cz2=0%D

15@ T=T+.4%5

160 R=1/0 0K T2 04 CERCOSCT 3040 BXSTHCT 300
170 A=FERECOSCT o Y=FERFSIHCT )

180 IF #2119 OR ¥<-119 OR %329 0OR Y4-39
THEH 284

198 CURSET 12644, 100-Y,1:G0T0154

202 INFUT"Voulezr wouzs continuer "iAS$
1@ IF A% = "0" THEW GOTO 15@ ELSE STOF

Programme 1

Facteur d’échelle =1

Altitude de départ 1000000 m
Vitesse d’éjection = 8000 m/s

Angle d’éjection 0 degrés

Vitesse minimale =17356,43964 m/s

Période de révolution=7540 s
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_.l .
'!.‘ "l...
) Y
ll llll Z.
| | ::
l"n n"i ';
IL" '..“u .
h, ) .
1.'."‘1 ‘r"', ‘
Programme 2
".’M.“
f-‘" -
Ve ™
,.m \'
- e,
| 4 ™
// hS
Facteur d’échelle =1 r
Altitude de départ 1000000 m A )
Vitesse d’éjection =8 000 m/s l\ i,
Angle d’éjection 10 degrés “ '“-.,‘ %

Vitesse minimale

Période de révolution=7520 s

=7356,43964 m/s M

..
.""u;"’*s—-_._‘_-

Programme 1

- 42 -




Programme 2
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/\
()

..___,_,-—-

Programme 1

Facteur d’échelle =0,75

Altitude de départ 1000000 m
Vitesse d’éjection =8000 m/s

Angle d’éjection 20 degrés

Vitesse minimale =7356,43964 m/s

Période de révolution=0 s
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Programme 2
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4. REGRESSION LINEAIRE

Considérons un ensemble N de points, de coordonnées X et Y. Le
probléme est de trouver une droite passant entre tous ces points, de telle
maniere que la somme des carrés des distances des points a cette droite
soit minimale (méthode des moindres carrés). Si tous les points sont
alignés, il se trouvent évidemment sur cette droite. On dit alors que leur
corrélation est parfaite. Inversement, dans le cas général, il est possible
de définir un coefficient de corrélation s permettant de chiffrer dans
quelle mesure ces points sont alignés. On démontre les relations
suivantes :

18 INPUT"Hombre de couPles de Points:";
N

20 SK=0:57=0:42=0:Y2=0: =@

380 FOR J=1 TOH

40 PRIMT. O,  IMPUT s " s

45 LFRIMT . ¥. v
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C?=CX+%
SY=8Y+Y
#2 AZ+EEY,
Wa=Y 2+ EY
RETHE S 4
HEXT J
= HEL=~SHESY 1O HEKZ-SAESK

1268 B=CSY-AXSK 2 H
176 PREINT:PRIMT:PRINT

148 PRINT"YC w2 = “":A;" »x + "B
Y

145 LPRIMNT:LPRINT:LPRINT"
v + "iB

150 V=A% - SHESV AN

168 W=Y2-( SYEEY N

170 S=\ N

1984 PRINT" s = ";EORCS)
195 LPRIMT:LPRIMT:LFRINT" Le coefficien
de correlation est :";SORCS

200 PRIMT:PRINT:FRIMT

214 PRINT"VYoulez—-wousz estimer un

po= MiA

120 PRIHT"Le roefficient de correlation
cat

4

aizzant »?":GETA%: IFA%E="N"THEM STOF

228 INPUT"sw=";¥

238 PRIMT"Y = ";A¥X+B

23% LPRIMT:LPRIMT:LPRINT" ¥
N AEKAB "Pour . = "iA

240 GOTO 219

En posant :

N
SX =somme des X =2 X;
1

N
SY =somme des Y=3 Y,
1

N

X2 =somme des carrés des X =23 X}
1

- 47 -
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N

Y2 =somme des carrés des Y =73, Y?
1

N
U =somme des produits XY =23 X,Y,
1

on obtient :

_ N-U—(SX-SY)

1
et B=—(SY—A-SX)

T N-X2—(SX)?
( SX-SY
A-(u— )
, N
§°=
SY)?
Y2—( )
N

EXEMPLE

Considérons I'ensemble des températures moyennes relevées a Mar-
seille en septembre 1984. La coordonnée X représentera le quanti¢éme du
jour concerné, la coordonnée Y, la température moyenne de ce méme
jour. La loi obtenue (voir le tableau) est Y= —0,16 X+ 23,6. Le
coefficient de corrélation, cependant, n’est pas trés bon : 0,66. (Cela est
di au fait que le temps a des «caprices » en cette saison de ’année.) On
peut déduire de tout cela que :

e la température moyenne de septembre a été : 21,13°C (X =15);

o la température moyenne de septembre a décru de 23,43°C (X=1) a
18,66 °C (X = 30), soit une chute de 4,77°C au cours du mois;

e la température moyenne d’octobre sera (X=45): 16,19°C, cette

prévision étant toutefois faite sous toutes réserves! (En fait, elle a été
de 18,80°C.)
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3 3 58
3 3 24,5
4 4 2%
b ] o
€ 6 19.5
7 7 19.5
8 8 20,5
K 9 21.5
10 10 22
11 11 2z
12 12 22
13 13 21.5
14 14 22
15 15 23,5
16 16 2
17 17 23
18 15 20,5
19 19 12.5
20 20 21.5
21 21 21
22 2 19,5
20 23 1a
24 =4 17
25 2% 17
26 26 12
27 27 21.5
28 2 26
29 24 20
20 ) 19.5

Viwdy = - 164516129 =« + 23.6
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l
LES FONCTIONS EN ANALYSE
ET LEUR TRAITEMENT

5. Quelques fonctions importantes en analyse
6. Dérivée numérique et chainage de programmes

7. Intégration




5. QUELQUES FONCTIONS IMPORTANTES
EN ANALYSE

INITIATION AU PROBLEME

Un signal modulé en fréquence est de la forme :

u="U sin(, t + @, + x sin wt)

x indice de modulation.
Et si ¢,=0:
u=U{sin Q, t cos (x sin wt)+cos Q t sin(x sin wt)}.
On peut développer les termes :
sin (x sin wt), cos(x sin wt)

en une série de Fourier dont les coefficients sont les fonctions de Bessel
de premiere espece :

_F (=D (xy
JO(X), Jl(x), Jn(x)_kz’o F(n+k+1)kl (2)

ou I'(x) désigne la fonction gamma :
F(n+k+1)=(n+k)!
On trouve finalement :

u="U{sin Q, t(J,(x)+27T,(x) cos 2wt +27T,(x) cos 4 wt+...)
+cos Q,t(2J,(x) sin wt+2J;(x) sin 3 wt+ ...)}

=U(J,(x)sin Q, 1+ OEO J,(x){sin(Qy+ nw) t+(—1)" sin(Qy— nw) t})

n=1
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et ’on voit aisément une infinité d’ondes latérales dont les amplitudes
sont liées aux fonctions de Bessel de l'ordre n et de lindice de
modulation x.

3x
Les ondes latérales de rangs supérieurs a > sont négligeables.

La Figure 5.1 montre quelques fonctions de Bessel.

Figure 5.1a : Fonctions de Bessel.

Figure 5.1b : Fonctions de Bessel.
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Figure 5.2 : Fonction gamma.

T

Ty
!

Figure 5.3 : Fonction d’erreur.
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METHODE

On propose donc plusieurs programmes qui servent a calculer les
fonctions de Bessel et la fonction gamma.
Le premier programme est basé sur le développement en série :

x n oo
- 3 b
(2) ko

J(x, n)=

(n+1)

— by, x?
by=1, h=——-———1 k=1, 2, 3, ...
’ T (4k(n+k)

Il faut introduire le paramétre n, la valeur I'(n+1) si n n’est pas
un nombre entier, et la valeur de la variable x, 0<x<7+|n|. La
sommation est tronquée selon la précision voulue (sept chiffres). Le
deuxieme programme donne aussi les fonctions de Bessel de seconde
espeéce en se servant du développement asymptotique :

T, (x)+ )Y, (x)=

1
. F(m+n+->
2 k=1 jm 2

— ej(x—7r/2n—7r/4)
P m=0 (2 X)m

1
' — _
m.F(m n+2>

1

'tk =
ik ( +n+2> 1
+cl— ]c|<1,n>—5

kKT k— -
( "+2)

Pour x=7+|n|, sept chiffres significatifs sont garantis.

Quand 2 n est un nombre impair, la série ne possede qu’un nombre fini
de termes. Dans les autres cas, on arréte la sommation deés que les termes
recommencent a grandir.

- 55 —



Le troisicme programme concerne la fonction gamma. Nous rappelons
sa définition :

F(u)=f e tv1dt, u>0
0

C’est pourquoi une intégration par parties donne :
FNu+1)=ull'(u), I'(1)=1

et on déduit : I'(n+1)=n! pour tout n entier=1, 2, 3, ...
En se servant de la relation :

Fz+m+1)

Fuﬁjz+mﬂz+m—4y4z+nz

on voit que la fonction possede un prolongement analytique dans le
domaine :

c/{0, —1, =2, —3,..}

On a donc I'(n)=o00 pour n=0, —1, —2, —3, ...
Pour évaluer I' (u), on utilise son développement asymptotique :

1 1 1 1 1
Fru)=V2 —5)Inu— o B
(W)=V ’Te"p{(” z) Ut L T 360w 1260w 16804

On peut attendre sept a huit chiffres significatifs (Figure 5.2).
Un quatricme programme étudie la fonction d’erreur :

5 rx
(I)(x)z\/’]_Tf e— 2 dt
0
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Dans le but de calculer la distribution normale, on utilise sa densité de
probabilité :

2/2

d(1)= et

3

La fonction d’erreur est donc étroitement liée a la loi normale (voir la
Figure 5.3). Dans l'intervalle [0,3] on se sert de son développement en
série :

4 6

5 x> x
q)(x)=\/;r- xe=*2 (1 +?+ﬁ+3.5.7+~--)

pour x>3, de sa fraction continue :

<I>(x)=1—$§e—xﬁf2 (H+%+e+f—x’+e+...)

On tronque les sommations aprés 23 (resp. 16) termes pour garantir
huit chiffres significatifs ().

ORGANIGRAMME

Comme les méthodes des quatre programmes proposés se ressemblent,
on ne donne qu’un seul organigramme concernant la fonction gamma.

1. An a priori Estimate for the Truncation Error of a Continued Fraction Expansion to
the Gaussian Error Function, G. Boesse, Computing 29, 1982, p. 135-152.
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Programme : Fonction gamma

calcul de I'(U1) par
son développement asymptotique

LES PROGRAMMES

A0 FEM f%% Fonction o' erreur 33%
218 REM % ICSORCZAFT] dHESFC =t 22008, %)

i
[
Xt

THFUT "Yaleur e la wariakble « = "

fad PO DA D T g 5\: LU SRR R

R RAE SV R RN S Y]

PR R SR | I N X

DO R R R R AN
Bl
-

I e s
=

S = BEHESORCECF ] RERFC AN 2
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ERVETS BT AN
(NI i hx SR A
ER R I RN X

]

ot

-,

£ 1

.{1 l:_:
Ky

138

DA P DIPI DX

S

3
i
St

24608
2485
2416
2415
2420
~d4nE
o425

2447
Z445
2450

FREINT "ICS0RC2/P1 DEERFC ~£ 2 20, 8. "
= i EMD

m=

FOR M=1% TO 1 ZTEF -1

5= W o+ MoE

ME=T

G -] sERRCRT DE EXRC KRR 2 DA

A GOTO 2258

REM $%% Fonctions de BESZEL ¥#¥
REM *4d I w.nr. Programme 1 ¥F3¥
THFUT "Parametre 1 o= "iH

TF HE<2IMTOM? OF MG THEM 2445

G=1: FOR K= TO H-1

G=0ECK+1

HE=T

GOTO 2455

IMPUT "Gammatna+l s + "l

REM $&% Yol Programme fonction @

amma ¥

2455

"z4em
SAEE
THT "
2470

2488

2518
2526
25730

Lo
W L

h
m W

Fuld 20
(231

ER I B e

THFUT "Yaleuwr de la wvariable = = "

FEM $44 @4x{7P+abs(n) ¥k

IF ¢¥4=0" OF (Xex=F+ABS(HI Y THEM FE
v o4 abelnm) wolr Programme 20"
FEM ®f% Alaorithme ¥EE

B=1: M=1: .I=B

E ~Ede e GAMMEC M D

A J o+ B M=Met

IF ABS(E  1E-2  THEH 245
J=NECE A2 2 MG

FRINMT "JC Wi "My = "ol END

nn

FEM #44% Foncticons de BESSEL #¥¥
FEM $4% Muw,nd, Yx.n? Proor. 2 X%

FEM $4% DevelopbPenment asymptotidue
4k
FEM #%% Frecision: 7 chitfres 1%
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2E38 INPUT YParametre v = "IN

2648 THPUT "Waleur de la wardiakble » = "
i

2E5A IF 44 P+ABSCHY THEM PRIMT " trop
Fetit ": IF Hd<=0 THEM FPING: GOTO Z&48
2EER REM £4% Aloorithme k¥

2788 B=1: M=1: R=1: I=0

2718 C=B: B=E%( -~ S+k+M 2§ =, SeM+M o 2414
“

g

-\}
g
=

IF M=IHTCM 2 2%2 THEH R = R+( =1 3"(M
“FE GOTO 2748

2730 I = 1 - (=12"IWTCMA 2 24EB

2746 IF (E=0) QR(CARS(B > ABSCC oy AMD |
M> ABS (M2 THEH 2768

2750 M=mM+1: GOTO 271@

27EA A= SORCRER 4+ IXI D

277 F = HATHCIZR

27sa IF R 8 THEW P = FI+F

27590 ) = SORCZ0F TS ERECOS K-MEF ] 2~
I74+F )

2800 Y = SORCZZCPIES ) VEAXSIMC K~HEFT #2-~F
1/44F

22180 PEIMT "JC"id; " "MWy = ;.0

2268 FRIMT "ot id; ", "y = "%

o433 EMD

~
AN

s
e
m

2900 REM ¥%¥ Fonction GAMMA fid
291a THRPUT "“aleur de la wariable u = "

2320 IF b = IWTCUY AMD <=8 THEH PRINT
"GRMAAC Y LY D = infind MY EMD

2240 REM ¥%X% AlQorithme ddd

2250 LET P=1:LET Uli=ll

2266 IF U<=5 THEMW P=F*l: LET U=U+1: GOT
zs6a

2278 LET W=1-0%12

2975 LET Y=0(OC, 73%N=-1 2EV /2,541 28N /3610
¥+

2920 LET G=S0RCZEFPT XEEXFCCU- S0 MOy -
LI 2 R

- 60 -



o)
-

IF 111
END

EXEMPLES NUMERIQUES

A T'aide des quatre programmes nous avons dressé

Ja (%)

IHTCUL Y THEM
PRINT"GAMMAC " 111"y =

"

P
-

iG

INTC G+,

5

2

un petit tableau :

x 1 3 4 5 6
gl a.77 & ~F [
11 @.44 @& 5] —~E1
N S O R = @, g - . —H
N s P 5] [SIAE 5] 5]
41 @ g, 5] 8.z 5 5]
S e [5 a,a .1 [ 5
el e 5] .81 @.85 8,13 4,
ol ) @ 5] 5 = P O v b T
21 a [ 5 “ (519 %
)@ 5 5] =] 3 5]

GAMMAC 16

SRR N

[

1B
1B

Yo
N 3 RN

U

-~
s

3

Ty
Lo

F1

AR
ERAE N

R

. I’iE'” &,
<P T SEERF H
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6. DERIVEE NUMERIQUE ET CHAINAGE
DE PROGRAMMES

INITIATION AU PROBLEME

Nous avons déja introduit les fonctions de Bessel de seconde espece
Y, (x) et proposé un programme pour calculer leurs valeurs si la variable
x n'est pas de faible valeur. Ce dernier cas sera traité maintenant.

Notons d’abord la relation :

J,(x)cos nm—1J__, (x)

Y, (x)= n #int(n)

sin n1r
Nous trouvons donc facilement Y, (x) a 'aide des fonctions de Bessel
de premiere espece (voir Fonctions de Bessel-programme 1) si n n’est

pas entier. Sinon, on applique la regle de ’'Hopital et on obtient :

19, (x) (=1D)mal, (x)

Y (X)=~ +— !m=0,il, .tz,

m

T dn |n=m T an |ln=—m

Pour ne pas trop compliquer la discussion, nous posons m =0 :

2 97, (x)
Yo(x)=——""
T on |n=0

Notre premier programme permet alors le calcul de la dérivée
numérique d’une fonction et, par un chainage de ce programme aux
programmes « Fonctions de Bessel» et « Fonction Gamma », on obtient
Y, (x).
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Remarques

1. Rappelons la notation de Landau; on dit :

f(h)y=01(g(h))
si le rapport I reste borné par une constante au voisinage de h=0.
8

2. L’ordre O de la méthode correspond au nombre d’itérations.

METHODE

Expliquons d’abord le programme « Dérivée numérique d’apres Rom-
berg ».
Nous notons les développements de Taylor de f(x+ h) et f(x—h) :

2 4

h h’ h° .
FxE )= FOERF (X) 4= /() E [V D)+ [V (0 +O0 )

D’ou 'on obtient les différences :

D(k):f(x+hkl;f(x_pk)’ hk=2kh_1’ k=1,2,
hy O (x)

= (x)+ =~ 40 (h)
et, par une premiére extrapolation :

D(k+1)—D(k)
4—1

f'(x)=D(k+1)+ + O (h?)

En réitérant ce procédé, nous trouvons le schéma suivant :

f(x+h)—f(x—h)

D)= 2h
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D(2)= - D(1) «— D(2)+I—)£)—;—D(—1)
h h
flx+-)=f(x—=
D(3)= ( 4>h ( 4) D(2) <—D(3)+w
2
D(2)—D(1)

D(1) «— D)+ T

=f"(x)+0(h°)

etc. (selon l'ordre de la méthode).
Nous continuons jusqu’a ce que deux approchées successives D (1) ne
different plus (précision PR).

UTILISATION DES PROGRAMMES

Q0

. Dérivée numérique

11 faut introduire :

e la valeur de la variable x : X =7
e l'ordre de la méthode o: O=7?
e la précision PR : PR=7?

e lintervalle de calcul h: H=7?

Pour réduire l'influence des erreurs d’arrondi, on choisit :
02=h=05 et 2=0=7
ou :

h<<0.2 et 1

I
Q
I
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b. Programme «Chainage »

Se basant sur la définition :

Yo =2 fim 2D

0 n

on introduit la valeur de la variable x et on calcule :

dl,(x, n)
—nx° — :Jn x, 0
dn l n= 0 ( )
Programme Dérivée Dérivée
J, (x,0)
GOSUB 2400
v
Sous-programme 1 Bessel Calcul :
J(x k), J(x, —hy) -
GOSUB 2910
Sous-programme 2 Gamma Calcul : .
F'he+1), T (—h +1)

LES PROGRAMMES

16 REM ¥%¥%¥ Deriwvee numeridue ¥i¥

28 REW %% o’ arres ROMEBERD

20 REM ¥¥% Foncticon £0x2 ¥k

1080 DEF FH F(X» = ATHC XD

116 PRIMT " f(x2 = arctan » "

1280 REM #%4% YWalewr de la wvariable » X¥X%
2068 IHPUT " £0xi- variable »x = "4

218 INFUT " Ordre de la methode o= ";0

2ed IF (04=@7 OR (O0<L>IHTCO s THEW FPIHNG:
GOTO 216
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228 IMPUT " Precizion PE = ":PE

240 IMPUT " Interwalle de calcul kb= "M
298 IF (H<=a OF (H>.S» THEM FIHG: GOTO
24a

26l DIM DOO+l

2880 PRIMT " Takbleauw des afFrochess "
2948 FEEM (% Alocrithme X434

208 DEF FH DEHY = (FH FCu+MH? - FH FQH-H
Dl 2¥H

218 001y = FH DCHY: D=1

328 PRINT " K =@ =",Dl

330 FOR K =1 TO 00

H=H.-2

0y
£
N

358 PRINT " K = "k

a6l DOK+1Y = FM DOHD

370 RE=1: REM ¥¥% Extrarolation *¥X
280 FOR K1 = K TO 1 STEF -1

299 R=4%R
400 DOKYL D =DK1+ 0+ (DCKI+1 D — DKL 3o

418 FRIMT DKL >,

428 HEXAT K1

420 D2 = Dil1>

440 IF ABZ(D1 - D2y = ABSCPE > THEMW FEIN
T:PRIMT " Derives £C";H "2 = ":D2: EMD
450 D1 = D2

40 FRINT: HEXT K

478 PRINT " Preciszicn "iFE:" wnon obtenu
e, augmentezr o "

420 PRIMT " Derniere afProches @ "

494 FRIMT " f/C 4"y = ";D2: EMD

5 FREM *%% Chainace ik

1@ FEM #¥%¥ Derivees numeridue $1%

“3 FEEM ¥%¥ d’'apres ROMBERG %

118 FREIWMT "f{ni= J¢wu,ni"

115 IHRPUT "Waleur de la wariakle = = ";
“

1200 IF Cx<=A12 0OR CXr=F+ABSCH Y THEHM FRI
MT"w 2= 7 + abz{wl: woir Progvanmne 2V
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REM %% Yaleur de la wvariable x ¥k
IMFUT " Ordre de 1a methode o= "l
IHFPLT " Precizicon PE = ":FE

IHPUT " Intervwalle de calcul k= "iH
DI DO+

FEIMT " Takleau dezs aPProchess "
FEM #i% Aloorithme ¥4

H=H: GOSUB 2400: J1=):H=-H: GOSBZ400

R RO RN RN Y B

)
TR O3 Ny pog = L
[ax I b s I e B A ]

e D1y =C M=ot 2k D1=00 10
328 PRINT " K =8 :".[1
330 FOR K =1 TO O

I

H=Ho 2

FRIMT " kK = "iK

M=M:GOSUB24060: 1= HN=-H: GOSLEZ2405
Dlk+Ly = ¢ 1~ C2%H D

F=1: REM ¥¥¥ Extrarolation #£3¥

FOR K1 = K TO 1 STEFP -1

F=4%&

Dokl y =001+ 0+ CDOEL+1 Y = DOKL 23AC

L

FRIMT Dkl 2.

HMEXT K1

Dz = 132

IF ABSCD1 - D23{= ABSCFRY THEM PEIN
LIMTY Derdwse ot "ids"o@h = "D GOTO

MU WD R RIDRADR

h -l
DL I C A e R B - - S RS RO R R Y RV R

=
e}

0l o= D&

FREINT: HMEAT K

FEINT " Precizion ";FE:" non obbenu
ansmenter o "

20 PRIMT " Derniere arproches o "

SEE PRIMNT "W = " 2302 P EMD

S48l REM ¥¥d Fonctionzs de BESTSEL ¥3%%
4@% FEEM d¥k Moc.ar. Prog9eamme 1 KRR

2426 REM 4% Voir progvammes fonchtion @

SR M 5

2450 GOSUER 2212

2470 REM $4% Aloorithme $dF

248@ B=1: M=1: =R

0 AR R R "D B R Rt e R LR R R A 1

5 151 15

T

2480 B o= ~BEEEEESCEMECHAM
Lf@@ Jo= 0+ B M=

2518 IF ARSCBEIX1E-S  THEM 2450
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A= 1522 v MG

FETLIREH

FEM %% Fonction Sammat M+l ik
=41

LET F=1:LET 1=l

TF =% THEM P=P#ll: U=U+1: GOTO2%E

Fo o D) fa O
1

LRGN R
T = D0 [

DU R AR AN

fnd

LET “=1.000&) >
LET Y=OOO, PEEN=1 0 3, 541 D3N~ 30-1 0
1

[RAAN]

RN AN x]
DRI X RN |
0O S

-

i

+1
PRI TG A BB A=t LA N I AN L LR R & 4 g P

T

i L
.0
(St

FETLIRH

EXEMPLES NUMERIQUES “DERIVEES”

Exemple 1

Archan w
war-ialle wo= 7
g ode la methode o= T 5
izion PR = 7 1E-8F
Inbervalle de calonl k= 7 5
Tapleaw dez approchees
ko= 8 CD1ELAEL L4
o= 1

faery

VAR ST
b= 2
R 1 5 D W S e o P e
| =
SRR SES AEDEREReR  4RRRhnaE




Exemple 2

Lt s+ L0 ™ E-1 2
variable = = 7 2
e la methode o= T4

”reci_;nn FR = 7 1E-Q&
ziealle de caloul b= % 05
e dFPFDChEEE
L ERGETERLE

'! e et o e

ko= =
LETTIBEEST L STVISTS4E

ko= 3

LETTRGTVYL O JETTISEZEE L EVVIDOZaE
ko= 4

JETTEEEL14 LEFTFISesY JEVTIROZER
CETERERLZED

Derives £°0 2 2 = (57735

alewr gxmache: 57735027

EXEMPLES NUMERIQUES “CHAINAGES”

Nous allons calculer quelques valeurs de la fonction de Bessel
seconde espéce Y, (x) :

Fop = 0w
» La war 14!1.'1'" o

P

s

de



- 70 -



7. INTEGRATION

INITIATION AU PROBLEME

Partons de I’équation différentielle d’'un objet en rotation obéissant a la
loi de la pesanteur (voir la Figure 7.1):

mL?7+Lmg sin z=0

mL? moment d’inertie
z(t) angle L
Lmg sin z couple de rotation

t temps.

mg

Figure 7.1.

Nous trouvons facilement I'intégrale premicre de I'énergie cinétique en
intégrant :

*2

28 cos 24 C
-=—CO0S Z
L

Admettons les conditions initiales suivantes :
z2(0)=1z, 22(0)=0, —7<z<0
L’objet va donc descendre et il en résulte, pour ¢ de faible valeur :

2 g (cos z—cos z;)
B L

2

22
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'L (* dy
t(z)= —f e
2g7 . Vcos y—cos 2,

=\/Er ———— (7.1)

On ne trouve pas de primitive pour évaluer cette intégrale. De plus, la
fonction a intégrer présente des singularités a y= = z,,.

Nous voulons d’abord écarter ce probléme supplémentaire et étudier
une méthode pour calculer I'intégrale définie :

I=J’b f(x)dx

d’une fonction réguli¢re (continue et bornée) sur I'intervalle d’intégration
[a, b], —oco<a<b<oo.
Cela nous donnera I’écart de temps :

Dt=t(22)—t(21), Z()<ZI<Z2<_ZO

que l'objet met a passer d’une position z, a 'autre.

2o

(&)
2

Figure 7.2.

- 72 -



METHODE

Nous choisissons la méthode de Romberg et gagnons une premicre
valeur approchée a I'aide de la méthode du trapeze :

a b
I(1)= i()—_;f(_) h, h=b—a
Ensuite nous partageons 'intervalle [a, b] d’une fagon régulicre :
h «— =

et nous trouvons de méme :

10)=(f@+25 (32 )+f(b>)

En combinant :

1(2)—1(1)

I(1) «— I(2)+ —

on obtient la formule de Simpson bien connue et souvent appliquée :
b a+b
1~ 22 (r@+4r (2) + 1)
Procédé général :

b—a)
2k

Arrivés a h= k=1, 2, ..., n(n: ordre de la méthode), nous

posons :

1k + D=3 (F@+7(0)+ 3 flatin)

2k=1_-1

——I(k)+h 2 f(a+@2i+1Dh)

i=0
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et ensuite pour k1=k, k—1, ..., 1:

(I(k14+1)—1(k1))

[(kl) «— I(k14+1)+ (4%—K1+1 1)

[(1) nous livre une meilleure approximation de I'intégrale 1. L’erreur
I—1(1) aura la forme :

(b—a)’"*? B, 42

— —_ -_ n+1
I I(l) ( 1) 2n(n+1) (2n+2)'

f(Z n+2)(c)
(B, nombre de Bernoulli, C€[a, b].)

ORGANIGRAMME

Intégration d’aprés Romberg

Entrées Fonction f(x).
100-285 Intervalle d’intégration [a, b], L=b—a.
Ordre n de la méthode.

Précision relative P.

Initialisation  1(1) <«— L_(f(“)+f(b_)_)
300-320 < 1(1), M 5

k=1,..,n: h «— —S «— 0, R «— 1
A M

a. Calcul I(k+1) :

k1=1,3,5, ... M—1
S «— S+ f(a+klh)

I(k)
I(k+1)=—2——+Sh

A
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b. Calcul d’une meilleure approchée 1(1) :
kl=k k—1,..,1
R «<— 4R

(I(k1+1)—1I(k1))
(R—1)

12« I(1), @ OUI — FIN

NON

1(k1)=1(k1+1)+

c. Précision relative P obtenue?

< |12 — 11| = P#|12|? OUl —— =12

FIN
NON M «—2M, 11 «— 12

OUuUl précision
non obtenue

NON l
k «— k+1 FIN
Variables
A, B Limites (inférieure et supérieure) de I'intervalle.
L L=B—A.
N Ordre de la méthode.
P Précision relative.
R Variable d’incrémentation.
K, K1 Variables de boucles.
I(K), I(K1),
11, 12 Valeurs approchées de I'intégrale I.
M, H Subdivision de l'intervalle, M =2 H =%-
S Somme.
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PROGRAMME

19 FREM #%% Integration ¥¥¥
o0 FEM ¥3¥% oA aprez ROMBERG #4¥
90 REM.EEE Fonchtion £0x) ¥¥E
1860 DEF FM FiH» = H*7
118 PRIMT "flwms = 7"
1989 REM #%¥% Interwalle La.bl
26 IHPUT "Limite inferieures
218 IMPUT "Limite suPerisure
220 IF B<{=A THEN PIHG: GOTO 2
2328 FRIMT "C"iA:"."iB:"] Interwvalle ™
246 L=E-A
5@ IHFUT "MHombre d’extrapolations: ord
re de la methode n = "iH
260 IF (H<=@2 OR CHCPIHTOH > » THEM FIMG
COTOD 256
278 FRINT "Precizion relative = ";
220 IWPUT P: FEM #%%% Pr=1E-% | ¥i%%
29 PRIMT "Tableauw dez waleurs afFproche
" PRIMT

I
i

"iA
"iB

i I -1-(-

%)

es
295 REM *4% Algorithme £%%

200 DIM ICH+1 >

318 161y = L¥CFM FOAY + FH FCB 22

220 M=2: REM #¥% Sukdivizion de 1 inter
walle ¥%%

230 FOR K=1 TO H

348 H = LsM: S=0 : I1=IC12:PRINT"K = ";

3% FOR K1 = 1 10O M-1 STEF 2

368 =5 + FM FORA+E1EH D

379 NEXT K1

280 ICK+1D = ICK M2 + S¥H

390 R=1 : REM #¥%¥ Extrarolation HEX

409 FOR K1 = ¥ TO 1 STEF -1

414 B = 4%k

426 IcK1» = ICK1+1 040 TCK L+ 3=TCKL D0/ CR-

430 FRIMT I(K13,
440 MEAT K1
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438 PRINT: I2=IC13:IF ABSCIZL<F THEMW 32
a

468 IF ABSCI1-12) <= ABS(F¥IZ» THEHW PRI
HT "Integrale ICf.a.bi= ":12: EHD

478 M=2ZiM

430 NEXT K

439 PRINT "Precision relatiwve "iF:" non
nbtenue., augmentez la valeur de M.

560 PRIMT "Dernieres waleurs arProchees
] "
910 PRIMT "I1 = ";I1;" 12 = ";12

919 PRINT"ICI1 - I2u/120 = "iABS(CI1-12
w1270 EMD

520 PRINT "I = @ 7 Chan9ez 1a limite zu
Perieure b ": END

DEROULEMENT DU PROGRAMME

Le programme calcule une valeur approchée I1(1)=12 de l'intégrale :

I=fj f(x)dx

f étant une fonction continue, bornée, ou f donnée en forme de tableau :

at+ k(b—a)

= () k=0

|a, b] désigne un intervalle borné.
On introduit en lignes :

100 a 110 Fonction f: DEF FN F(X)=...

200 a 210 A : limite inférieure; B : limite supérieure de l'inter-
valle.

250 Ordre N de la méthode.

270 Précision relative P.
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Si la précision n’est pas obtenue, le programme affiche les deux
derni¢res approchées 11 et 12 ainsi que l’erreur relative :

bs((IlI—212))

Dans ce cas-la, il faut augmenter N ou appliquer le programme
plusieurs fois aprés un partage de l'intervalle (intégration par arcs).

Si, au cours du calcul, I(1) devient nulle, le programme s’arréte, la
notion de précision relative n’est plus appropriée et il faut subdiviser
I'intervalle afin d’arriver a deux intégrales différentes de zéro.

EXEMPLES NUMERIQUES

flwy = w7

Limite inferieure a = 7 @

Limite subPerieure b = 7 1

Ca ., 13 Intervalle

Maombre o’ extraralationzs: ardre de la me
thode n = 7 32

Precizion relative = 7 1E-G8
Takbleauw des waleurs arProchees:

ko= 1
171875
K= 2
. 129150391 . 1263020573
K= 2
125272473 125020345 125

Precision re -2 non obtenue.
angamenter la wa

]

5

Detrnieres wa

b}
—
{l



flwnr = w7

Limite inferieure a = 7 4
Limite zuPericure h =

Ca . 173 Inervalle

Mombre d'extrarolations: ordre

thode n = 7 4
Frecizion relative = 7 1E-AS
Takbleaw des wvaleurs aPrProche

o= 1
LATLETS
ko = 2
122150591 A Z2ERBERE
o= 3
LA ESETEATE 125020345
k= 4
LA2EAITTRE LA 2500a51 5
L2
Integrale ICfa. kb= 125

o

Le résultat est exact pour n=3, parce que E—:().
x

flxy = 1500, 232in"20  M+coe™20 «
Limite ivferieure a = 7 @

Limite surerieure b = 7 1,57079€!
Ca . 1.57879632 3 Intervalle
MHeombre d’ﬁxfr=PoIa+1o ns: ordre de

thode n = 7% 5§
Precision relative = 7 1E-B3

Tablean deszs waleurs zFPrachéesr

K= 1
2. 11000594
K= 2
2.1516789
= 3
2.156471459 2.156791
2. 136282203

2.13443683

]
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2. 14651566
2.136513561
2.13631362

Precizsion relative
la valeur de N,

augnmentes

2.13651359
2.13651384

2.13631566
2. 136351561

1E~-B3

non obtenue.

Derriieres

valeurs apProchees:

Il = 2.13651384 12 =
(I = 120120 =

flud = 1750RC . 292in"2( < M+co
Limite i1 P#r1¢urn a =7 @aa

Limite zuPericure b = 7 1.3
C A . 1.972673€32 1 Interval
Hombre d’extrabPolations: o

thode n = 7 2
Precision relative = 7 1E~AS

Tableay dezs waleurs arrrock
ko= 1
2.11000994
k= 2
2.151€729 2.1544562%
K= 3
2.15€47145% 2. 155791
2. 15622205
K = 4
2. 159651565 2. 15651859
2. 15651427 2.13€51204
K= 5
2. 15651566 2. 15651566
2.15651561 2. 15651561
2 15651562
k. = A
2. 15651565 2L 18R51565
2. 15651565 2. 15651565
2. 18651365 2. 15651565

2.156315962
1.1949691 2E-0F

g

E-..f'



K= 7
2. 15651565 2. 15651565

2. 15651565 2. 15651565

2. 15651565 2. 15651565

2, 15651565

Intedrale I(f.a.bi= 2.15651565

Fley = =ind 10¥P 1%«

Limite infericsure a = 7 A

Limite zuferieure b = 7 1.5

Ca . 1.5 3 Intervalle

Hombre df extrafrolations: ordre de la me

thade n o= 7 1
Frecizion relati
Takblean des wal

1

=
BN
—

K= 2
- AET1IAsTE] -, 254247255
K o= =
~, ASEA5217T -, 354921602
-, 54932205
ko= 4
L I2RE2A142 LA SSERE94
L AEEEEEZAR L4321 AAES
b= 5
LAEEREEAZESS LRAEER42T 38
AT ES1IEE LA412021361
LA4AS1 21835
K= &
LAERETYYEA4ER L AERESERESS
LRERRTEESRT AEZSSS5R94
LAERSTTERLS HEEZTEE4281
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[
. K = CAEZEG1ELEE
. e L BEZER] 2504
. ry o PEEEEEEEE
. 3 bl

1=
L oEEy JRAEZEE197ER
.G STES CBREZAEELRTE]
.4 FVeE BEECETETTL
. BIE YA | CAESEELDYTE

LREZEEL1ET7E
LBAEEEE197YY
LAEREE1EYTY
CBEZEELRTYY
= BEZEELETEV

fown = sind 1EER %D

Limite infericure a2 = 7 1.5
Limite suPerisure b = 7 2

C1.% . 2 3 Intervalle
Hombere dfextrarolations: ordre
thode no= 7 168

Frecizion relative = 7 1E-82
Tableaw des waleurs aFFrochess:

=
i
—
R3]

e

Ko 1

i

i R A e 124745651

I =
SRR I e

T D) D D G D
£a
]

AT -, BETISLAT4E
PO . [ il
ko=
-, AE4REZ451 49 -, HES4RE5955
S ] v o R pe s R -, AEZ9546514



o= 5

- AR3REE11ETY
- ARZEEERRET
- AEZEARLA1]
K= &

-, BEZRERET

- RRZEE195AE
- AEZER197IS
K = 7

~ . AEZEAZARTE
- BEZEE1 9774
- BE2EA13774
-, ARZEA1 2774
K= &

- AEREEL 3820
- REZEEL STV
- RARZEAL12VTE
- AEZES1977 2
Integrale 104

GENERALISATIONS

- AEZE6194609
- BE3ER157EE
- BEERE159704
- AEEEL157T

- BEZEE19774
- BE36E19774
~ BEEEE197VE
-~ BEZES1977E
- RE266159772
- BEIEE19772

AEZEE19772

Nous reprenons la formule (7.1) et nous posons :

n(3). v=sn(3) k= (3)
u=sin{ =), v=sin|—=)» k=sin|—
2 2 . 2

D’ou :

1

I=J£fv 1 du
g/, V—k+uV—k—uVli—u’

Nous sommes conduits a étudier le calcul d’intégrales :

b 1 !
dx, = ’ =
f sOfdx - s=rm— =

a

ou s présente une singularité et ou la fonction f est régulicre.
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On peut opérer de plusieurs fagons :

1. On pose :

(La suite (M;) est donc strictement croissante vers I'infini.)

On calcule :
4i+1
Ij:=f s(x)f(x)dx
et on trouve I=1,+1L+..4 ..

2. Une ou plusieurs intégrations par parties «améliorent » les fonctions a
intégrer.

3. On remplace f par un polynéme approprié.
Exemple
Reprenons I'’exemple du premier paragraphe. Soit :

— T — T w
Zp=—> {=— == et
2 4 4

L
g

=1s

Nous trouvons pour I’écart de temps que le pendule met a passer de

a —:

4

)

Dt= —
- \/(),S—Sin2 (2)
2
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/4 dy
= s=1,1750647 s

— \/2—4 sin’ (—y>
2

Discutons encore l'intégrale généralisée :

0 dx
I= Ilim
> —a/2 X
z \/2—4 sin? (—)
2

et appliquons la premiere méthode proposée dans ce paragraphe. Nous
trouvons ainsi :

, Intégrale I(f, — 1,47079633, 0)=1,40679

, Intégrale I(f, —1,56079633, —1,47079633)=0,30587

, Intégrale 1(f, —1,56979633, —1,56079633)= 10,0967

, Intégrale 1(f, —1,57069633, —1,56979633)=0,03058

, Intégrale I1(f, —1,57078633, —1,57069633)=9,67E — 03
, Intégrale I(f, —1,57079533, —1,57078633)=3,06 E — 03
, Intégrale 1(f, — 1,57079623, —1,57079533)=9,7E — 04

1=1,8537

La seconde méthode nous fournit apres une intégration de (7.2) par
parties :

99 Z= —1/SQR(2)
100 DEF FN F(X)=SQR (X — Z)*(3%xXA2 4 2%3%X — 1)/((XA2— 1)
*(X+Z))N,5

1=1,8541
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Il
RESOLUTION D’EQUATIONS;
POLYNOMES

8. Résolution d’'une équation non linéaire
9. Polynéme caractéristique, déterminants
10. Stabilité d’'un polynéme

11. Zéros d’un polynéme

12. Résolution d’un systeme d’équations linéaires




8. RESOLUTION D’UNE EQUATION NON LINEAIRE

INITIATION AU PROBLEME

Considérons un tronc cylindrique d’un poids spécifique de 7 N/dm?
d’une longueur ¢ et de diametre d plongé dans l’eau. Jusqu’a quelle
profondeur  va-t-il  disparaitre sous I’eau (poids spécifique
9,80665 N/dm?)?

I1 faut donc trouver le volume partiel V sous ’eau du tronc (voir
ci-dessous) qui, si 'on observe la figure, s’avére étre :

V = secteur circulaire + 2 triangles

d 2
v=¢ (5) (7 — @+sin @ cos @)

La loi d’Archimede nous livre ’équation a résoudre :

1
9,80665 (T — @+sin @ cos @)=T7 T <> (p=5 sin 2 @ 4+ 0,89912

2
ayant €éliminé le facteur commun ¢ (5) .
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L’équation équivaut (cos=x) a :
arc cos x—xV1—x>=0,89912, p=(1+x)d

dont il faut calculer la solution x, 0 <x<<1.

METHODE

Il s’agit de résoudre une équation non linéaire f(x)=0. Nous
choisissons la méthode itérative de King et Van de Vel qui améliore la

méthode bien connue de Newton :

f(x,)

xn+l=xn—f/(x )
n

en cas de racines multiples ou le rapport ;,((x)) risque de prendre des
x

valeurs aléatoires ().
Posons :

f(x,)

TP,

~—

et partons d’un groupe de valeurs initiales :
X0, My, X1 = Xo— My Uy
La relation itérative s’écrit donc :

un
— M, U

mn+1=mn xn+2=xn+l

U, — U,
1. R. F. King, Improving the Van de Vel root finding method. Computing 30 (1983),

373-378.
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V5

L'ordre de convergence s’avere étre : » lim m, la multiplicité

de la formule en question.

Plus I'ordre est grand, plus la convergence est rapide.
Le programme demande la définition de la fonction f et de la dérivée

f'
_(f)
30 DEF FN U(x)_(—f,(x))

Ensuite on introduit les valeurs initiales x,, m, et la précision
envisagée.

PROGRAMME

18 EEM %% Fezolution od’une squaticon 0
on-liveaitre £C0x0 = A ¥EE

28 BEM #%i Ivtroducktion de la fonchion
uo= A7 dkEk

25 DEF FHFCH =00 0 224%0W-351 vhxn+ 1 08 vhid+d
wEA-S k4]

29 DEF FH GOM =000 16204~ 1484 wdx+329 v
+12 08

20 DEF FH UM a=FH FCOE s FHOGOHE
44 REM ¥%% Valeurs initialez =@
S5 PRIMT " Waleurszs initiales =6
S THRUT =6, M@ PRINT @@ ", " i ME

A FRIMT " Precizion o= " THFUTF:PRIN
TF

2@ REM ®%% Algorithme de VAR DE VEL -
EING $4%

1668 #1 = =8 ~ MAEFR 1000
1168 PRINT" 1", x5, M3

1280 H=Q

125 M1=MA

126 MA = MAYFH I 4AMCFH U0y - FROLCH
10

TS

oo o=
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148 #4a = 1

150 41 = =1 - MagFH 0 E1 0

160 IF ABSCE1 - #@2 < F THEM FPRIMT" Sol
pnticn 2 = "; H1= EHD

178 PRINMT M4, 91, ME: M=t

1268 IF H 2@ THEH PEIMT Y Frecizicon oo
n chtenue apres oMD" iterations. " EMD

126 COTO 125

;

EXEMPLES NUMERIQUES

Tronc cylindrique

18 FEEM #f5% Fes '1“1 ll ool s edual o T
DR N 1] H‘L.:."’i"u"fi' ) . o

=i fL i 1241111:1 T Ta fFometion
AL

e i=marcras = NESHE -7
Yaleurs initialez =8, m
Frecision P o= 1E-G3

D
{t ™
1
Qo
-
- i
—
sy

»SHEEETEBZ

+x A=A coos o~ wFSORC ] -
Yaleur initiale =8 = .5

F'l’v:l_i ion Po= 1E-88

H14ﬁr1+hm» e HEWTOH

SIS 32%14

P A ARETVSE

 SAZEETERZ
Soluticon w o=

{
Qo
1 ‘3
i\
—
[a]

D o=



N
>

fim =384 "5-3591x" 4+ 108" 3+Euw"2~-
VMalewrs initiales B, m@ = 1 |
Frecizion Po= 1E-G4

1 (852341178

& L2SEEssEad

3 W3E7EE1141

4 LE333634e7

5 J3E7EsZ2E1S

Solution = = 3376
FC%?":d4x'5~551x’4+1@85“3+6, o

Yaleurs initiales =8, m@ = 1 .1

Frecizion P = 1E-A%

BEZI4117E

.
2 L EFEEEE984
3 W3EVeE1141
4 L33E365427
9 L I3VEEZELY
£ L337E43544
VoL 3457a47EE
B L 3EEEVIRES
L 34E1AZETS
1 o3 g

RO G R

L 0 1)

— e e L
3o 5
: ]
%]

£ DI D
1Ty Lft — i

Ty = Oy = L]

e}

Solution

Valeurs initi
Frecision F

H’-‘
!-—‘r—‘

- :F't_
—.2463193
— q.c-‘ﬁg.qr‘::'

o I

-, 250007
I:Jl:"ql

[

'_ﬂ £ DI Tl

r:|

f
B 2N

.ulntlJl w
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9. POLYNOME CARACTERISTIQUE,
DETERMINANT (A\I—A) D’'UNE MATRICE A
ET LA MATRICE COMPLEMENTAIRE

INITIATION AU PROBLEME ()

Les systemes différentiels linéaires a coefficients constants qu’on peut
écrire sous la forme matricielle :

Yy (x)=Ay(x)+ b(x), A(n, n)-matrice
ont un grand intérét pratique.
On les rencontre dans la plupart des probléemes de mouvements en
physique quand on linéarise leurs équations différentielles de la forme :

"=F(x, 2, Z)

apres avoir posé :

()

Cette équation est d’ailleurs une conséquence du principe fondamental
de la dynamique :

F=ma

|

désigne la résultante des forces agissant sur la masse m;

I R

désigne le vecteur accélération.
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Prenons comme exemple le pendule pesant (voir le Chapitre 7) qui

obéit a I’équation z= — (%) sin z (L étant sa longueur, g constante de

gravitation universelle).
On introduit :

( 1) <Z)
Y2 4
On trouve :

(y]) _ gyz
Y2

— —sin
L Y

et, en remplacant sin y, par y,, on aboutit a :

L’intégration du systtme homogéne ;’:A} ou :

Yi(x)= 2 ail.y].(x),i=1,..,,n (*)
j=1

se rameéne a un probleme purement algébrique :
en posant y =y, e**, (%) équivaut a3 (AI—A)y,=0.

Ce systeme d’équations linéaires possede une solution non nulle si et
seulement si A est une racine du polynéme caractéristique :

P(A)=dét(AI—A)=A"—tr AA" '+ .. 4+ (—1)"dét A
tr Ait=a,,;+a,,+..+a,,
On a donc intérét a connaitre le polyndme caractéristique.
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METHODE

Nous appliquons la méthode de Fadeev (*) et nous posons :
P(AM)=A"—p A" = p, A" ?— ... —p,

Ensuite, nous introduisons la matrice complémentaire B(A)de AI— A,
ce qui veut dire :

B (A) remplit la relation :
B(A)-(AI—A)=P(A)=dét(AI—A).
Il en résulte :
B(A)=B,A" "'+ B, A" 24+ ...+B,_,, By=I
et :
B,=AK—p A*x"1— . —p 1
ou :
B,=AB,_,—p L, k=1, ..., n—1

Si A est inversible, on a :

p.=(—1)""1dét A

B,_, est donc la matrice complémentaire de — A. L’algorithme de
Fadeev nous donne le moyen de calculer simultanément les coefficients p,

1. F. R. Gantmacher : The Theory of Matrices t I, pp. 84-89, Chelsea Publishing
Company, New York.

J. Lelong-Ferrand, J.-M. Arnaudies : Cours de mathématiques t. IV, pp. 57-63, t. 1,
p- 166, Dunod, Paris, 1977.
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et les coefficients matriciels B, de la matrice complémentaire B (A). Les

coefficients p, sont liés aux traces des puissances A* par les formules de
Newton :

trAk=sk=2 A’; k=1, R
j=1

7
kp, =8 — D1 Skc1— - — D1 $1

On pose donc successivement :

A=A pi=tr A, B,=A,—pl
A,
A, = AB, p2=tr—2— B,=A,—p,1
Ay
A,=AB,_, Pk=tr7 B, =A,—p1
A,
An=ABn—1 pn=tr— Bn=An_pnI=0
n

Effectivement, on retrouve :
A,=A—p A '— . —p_ A
et:

tr Ay =158, — Py Si—1— - — D1 S1 = kpy

ORGANIGRAMME

PA)=A"—p, A" 1—p, A" ?— .. —p,
B matrice complémentaire de — A.
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Entrées et
initialisation
60, 700

Algorithme
200-450

Degré du polynéme n : INPUT N

Coefficients a;; de la matrice A par ligne :

700 DATA a,,, a,,, ..., a

n

710 DATA a,,, a,,, ..., a, ,, etc.

A(i, j) «— a;, B(i, j) «— a;

k=1, ..

L, n—1

TR=0:i=1,..,n

TR=TR+B(j i)

B(i, i)=B(i, i)—P (k)

OUI ——» résultats

NON
—» j=1,..,n

B1(i)=B (i, j) (jteme colonne)

calcul i=1,..,n
Agi SS=0:¢=1, .., n
SS=SS+ A (i ¢)B1 ()
B (i, lj)=SS
Résultats i=1, .., n
500-660 i=1, ., n
B (i, j) - matrice complémentaire de — A
k=1, .., n

P (k) - coefficients p,
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PROGRAMME

16
15
2a
25
30
29
4

DI TANI M e et e 2 2 1D 0 ) 08
W= UM R QM= QDR SR

"-
Eo
2

FEM
REM
FEM
REM
FEM
REM

IHPUT

ek
EAF
E¥
¥k
T
ek

Bi@y de -AH.
N deqrs du

FRIMT"BCL 24 L¥I-A
"Ordre de la matrice n = ";H
DIM ACH MY BCH HIBICH I PO
FoOR I=1
PRIMT "

TO H

FOR =1 TO H
REAC ACT. .0
FREIMT ACT, o™
MNEXT

FREIMT

HEXT

AC" T, 00

Folynomne

A Croni-matrice
FRIMT"PCL d=L™n=r 1L n=~1 0~, .. =P "

Paoluynome caracteriztiqueddd
d’une matrice carree H F¥EE
Mattrice complementaire $i¥

R % 3
% 3
E

= det(L¥] - A3 "

BT, da=RCT. .00

FEM $¥¥ Aloorithme de FADEEMN *4¥

FOR K = 1 TO M-1
FEM #¥¥ Trace
TR=A

FOR I=1 TO M
TR = TR + B(I1.15
HEXT I

P s=TR-K

FEM *%¥ Calcul de
FOR I =
BCI.ID =
MEXT 1
IF KE=H-1 THEH S@a6
FEM %% Caleonl oe

1 TOH
BcIl.I» ~

J=1 TO H
1 T H
= Bl

T H

- 99 _

2 % 4

la matrice

R

la matrices

BoK Y %

ACK+1



29a FOR L=1 TO H
4@ SE=55 + ACT.LOEBLCLD
41@ MEXT

450 HE;T K

490 REM ¥¥% Rezultats ¥4&

S8 PRINT

S1@a PRIMT"La matrice complementaire E=E
(A de -H et "

S5¢8 FOR I=1 TO H

S28 PRIMT " BO":T:".dy = ";

4@ FOR J=1 TO H

SA FRIMT BOT. d0".0";

SEA HEAT

578 FRINT

TE@A MEXT

590 RPEM #%%¥ Cosfficients pik 2 ¥¥

6808 PREINT: PPIHT"Le: coefficients POk 2,
k=1,..0.:n 2ont:

a1l FOM=a

620 FOR k=1 TO H

E728 PCMY = PIMY + ACLL.E X¥BCK 1

A48 PRIMNT " pC"ik;" s = ";POKD

£50 MEXT

FEA EMD

A9 REM ¥%¥ Cosfficients de A Par ligne

~ ¢
D
D
o
D
]
o

1 !
718 DATA 2.3,
720 DATA =

DEROULEMENT DU PROGRAMME

Partant de la matrice A, on introduit les coefficients g;; a partir de la
ligne 700 :

700 DATA 1,2,3 premicre ligne
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710 DATA 2,3,4 deuxieme ligne
720 DATA 3,4,5 n**™ ligne

Le programme demande le degré du polyndme n(n=3), calcule
ensuite les coefficients p, du polyndme caractéristique :

PAy=A"—p A" '—p, A" *— .. —p,

et donne la matrice complémentaire B de — A.
On en déduit :

B
A~ l'=—,5si p,#0

p,=(—1)""1dét A

Pour garantir la stabilit¢ de l'algorithme, le degré n ne devrait pas
dépasser 10.

Des coefficients a;; entiers sont préférables.

Ensuite on peut se servir du programme Bairstow pour calculer les
racines du polyndéme.

UNE APPLICATION

Nous allons étudier un circuit électronique comprenant des résistances,
des condensateurs ou des inductances, selon le schéma suivant :

Z(s) Z(s) Z(s) Z(s)

0——VVVVV—2;‘VVV | VVVV """" \v» 5)
DEEIPENE b
7 i

Vs
Sa fonction de transfert T=-— présente un intérét particulier.
Vi
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Nous notons les n équations du circuit :
v, (8)=(Z+Y)i,(s)—Yi,(s)
0=—Yi,(s)+(Z+2Y)i,(s)—Yis(s)

0= —Yi,_, (s)+(Z+2Y)i,(s)

et:

Nous divisons par Y et trouvons, a I’aide des formules de Cramer :

1+Z 1 0 Y1
~ . ) . 3
1 2+Z 1 0 0
S . .
0 1 2+Z 1 0
S ) .
0 0 0 1 2+Zo
Y
0 0 0 0 -1 0
Y
T,=—
Vi
1+Z 1 0 0
Y
1 7+Z 1 0 0
Y
0 1 °+Z 1 0 0
Ty
0 0 1 2+Z 1
Y
0 0 0 -1 24=
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Y —lﬁ — n—1
(=D (=D

1
Z
dét (I —— A)
Y

Il faut donc calculer le polynome caractéristique de la matrice A.
Toutes les valeurs propres sont d’ailleurs négatives et les zéros du
polynéme également (A est définie négative). Quoiqu’il existe un
algorithme tres simple pour calculer le polynéme caractéristique d’une
matrice tridiagonale, nous allons appliquer la méthode de Fadeev.

Remarque

Une matrice tridiagonale possede des éléments non nuls uniquement
dans la diagonale principale et dans les deux diagonales adjacentes.

Discutons encore le cas n=3. On trouve quand Z=R, Y=Cs:

1
TRIC*S’+5R2C2s2+6RCs+ 1

T,

et les zéros du dénominateur sont tous situés sur l'axe négatif réel.
Admettons une tension sinusoidale a ’entrée. On peut donc remplacer s
par jw et arriver a :

1
T=1-5RC@’+j(6RCo—R'C’w)

3

Si la partie imaginaire 6 RC w — R*C? w? disparait, on a un déphasage
de — 7 entre v, et v,. La pulsation correspondante w, est alors :
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v
et le rapport — devient :

Pour réaliser un oscillateur, il faut donc ajouter un amplificateur qui

2 w,
assure un gain égal a ER pour cette fréquence 5—0-

)
La fréquence de coupure a —3 dB fc=2—c— suffit a la relation :
T

1 1
14+26R*°C2 w2+ 13R*C* 0* + R C %) 2

IT: Gl =

ou :
X4+ 13x*426x>—1=0 x=RCw,

Notre programme Bairstow va nous livrer tous les zéros, et un calcul
rapide nous montre déja :

1
W, ~
V26 RC

EXEMPLES NUMERIQUES

EXEMPLE 1

PCL =L n=PIL"(n=1)0=.u.=F11_
BCLIFCLAI-AY = det(L¥I - A
Ordre de 13 matrice n = 3

ACL ,Jy = 1 z 3
AC2 .Jy = 2 3 4
R'-’SJ" .'-_,l:'J = 3 4 5
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1 {3
i

omP lementaire B=B(B) de -A
= -1 2 -1
= Z2 -d e
= -1 2 -1

Ry
n
ot

J
coefficients PCk 2, k=1,...:1 gont:
2 o=
7 o=
) o=

| EXEMPLE 2

FoL os=L™n=F 1L =1 =, . o ~F7
BoL sl LEI~HY = det(Ld] - H?

Ordreg de la matrice n o= 7 5

Hol,da = 1 1.2 1.3 1.4 1-5
ACZ, 2 = 172 173 174 1.9 1.5
ACZ. 0 = 123 124 155 18 17
Hid, o = 14 125 18 1-7 1-3
ACS, 1y = 1-.% 1.8 127 1.8 1.9

Pour cette matrice de Hilbert Hs on trouve un résultat complé¢tement
aberrant :

Les coefticients PCk I, k=1, so0nt
FCL 2 = 1.78758159

FCZ2 ) = -.347331176

FC3 0 o= 3.03588337E-83

P o= -1,15305854E~06

FCS 0 = ~Z2.1658243E~19

valeur exacte : 3,749-10"12
Considérons donc 2 520 H; :
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EXEMPLE 3 ’

Foloo=Ln=p 1L"Cn=1 3= . . =Fmn
BoL o LEI-HD = detil¥] - R
Ordre de la matrice o = 7 35

_f

[
X

IR
l-——
i
RN
[ 1
X
Ehx
—
[
iy
5
(R
Y
i
Ty
03
]

o
DR e
ORI B
L.
it
—
[
{e)]
1=
it
- Y
3]
[As
Lt
AN
i £
AN
£

1Ty
S

LA L 0
L
It
]
£
i
i
e
[
L
i-r-
ga
£
o
1=

Tl

=
g -
l—
I
1T
(%
]
[}
=t
S
ey
[
fux]
T
]
]

T
-t

1
A

[~
ol
;
l.‘
b %]

- L}
H
_f
=t
5
£
[
ot
et
X}
£N3
123
Foate

o i

B ki
B o
Iy

v
o

B
R X |

mEVESRdE

et le résultat est exact.
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EXEMPLE 4

ol I =P
CLEI-AY = detr L#I - A2
de 1a matrice n = &

= -1 -

N
2
Rl
s
ja

DT B SV I (R
AR

Do Terc
{1
SRR
[
[N U RN

{23
R B SR L]

—,
!

i}

SRS ERX I B

S e

I
[
LI H
5

i

e o 1T
— |
I

La matrice comblementaire B=B(@) de -A ezt
Bol A0 = & A 4 i z
Boz sy =5 5 4 3 z
BCE L1y = 4 4 4 3 z
Brg Ly o= 3 = I 3 z
BErS LAy = 2 z z Z Z
BlE L)y =1 1 1 1 1

Les roefficients POk, k=1.....0 2ont:

pol o »o= -11
pez o »o= -45
FCZ 0 o= -394
FCd4 3= =78
peS o o= =21
prE »o= -1

EXEMPLE 5

Rl L=l o | t - 1= a=Fmn
Ei o2& L&I~AD = deto[¥] - H'
Ordre de la mn+r1c= o=
AC1 Ldn o= -1 1 5
=T z
(=T T I ]

,_
T
—

La matrice comflementaire B=BCA) de -A ezt
=T R a z

prz ol

=T |

a0

Lez cosfficients POk a, k=1l..... o 2ot
FC1 o o= -3
FlZ 0 o= —-5
RCE S |
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L’exemple 4 nous livre :

1
T ROC®s®*+11R°C*s°+45R*C*s*+84RC? s+ TO0R?C? s+ 21 RCs + 1

T,

fonction de transfert du déphaseur 6 RC; I'’exemple 5 donne T;.
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10. STABILITE D’'UN POLYNOME

INITIATION AU PROBLEME

Considérons une boucle a verrouillage de phase d’ordre 3. Elle se
compose de quatre parties (voir le Schéma 10.1) :

e Un comparateur de phase CP chargé d’élaborer la différence entre les
phases instantanées ¢ = ¢, — ¢, de deux tensions v, et v,.

e Un filtre passe bas FP chargé de filtrer la composante haute fréquence
(par exemple deux filtres actifs montés en cascade).

e Un oscillateur commandé en tension (VCO) délivrant une tension de
sortie v,, de pulsation w, proportionnelle a sa tension d’entrée v,, sa
pulsation centrale étant w,.

e Un intégrateur immatériel : ¢, = f w, dt.

La fonction de transfert F de notre filtre passe bas prend la forme :

1+’sz)2
T D

F(p)=(

Supposons la boucle au repos verrouillée sur w, et appliquons a
I'instant t=0 un échelon de fréquence :

w,=w,+AQ
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En régime de poursuite (AL} de faible valeur), le systtme est régi par
I’équation différentielle linéarisée :

Comparateur de phase filtre passe bas oscillateur|

€

7 _/‘ vad v,
2

v
Voo, —=F(p) —
7 =K v, P K="

| hl
contrd | I
v Vv, controle : |
Vda/? b | |
! © wy+ o | ‘
Vi (D —m2 H Vi va | ( |
: w2 : @ ] }
‘ j
|
|
|

Schéma 10.1.

d’ ¢
——+F’K
dt’ + (

+=Z+= o

d>¢ 2de 1 )
> =0
e 7, dt T}

T,
F=—» K=K, K;g'(0)
T

transmittance statique de la boucle.

La boucle ne peut reverrouiller que si toutes les solutions ¢ de
I’équation tendent vers zéro quand ¢ tend vers l'infini. Pour cela, il faut et
il suffit que la partie réelle des racines de son polyndme caractéristique :

2

1
p(A)=A"+FK (,\+7)

soit négative.
Passons au cas général et regardons le polynéme :

P(x)=a,+a, x+a,x*+..+a,x", a,# 0

Nous voulons donc savoir si tous les zéros appartiennent au demi-plan
gauche (voir la Figure 10.2).
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demi-plan 1 z
gauche
X
X
X
X
N

Figure 10.2 : Demi-plan gauche.

METHODE

Nous appliquons l’algorithme de Routh(!) et nous posons :

n
b(l(0)=a2k7 k=0, 1, ey nl’ n1=lnt(5)

b =a,,,., k=0, 1 im("_l)
k 2k+1 ) 9 ceey 2

et:
bll=a,,,=0 si n est pair

Pour i=1, ..., n, on calcule :

b§

— i+1). — i—1 (i

di'_"b(,-_l)’ bgcl )~'—dib(kl+1)_bkll—17
0

k=0, .., nl1—1,

1. P. Henrici : Applied and Computational Complex Analysis, Vol. 1, 11. Wiley, New
York, 1974-1977.
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et on pose :
bt =0
Le polyndme est stable si (et seulement si) toutes les fractions d;

existent et sont positives.
Notre exemple nous donne -

n=3 d; k=0 k=1=nl
F2K
- F?2K i=0
T2
2F?K )
2T, 1 i=1
T,
T
PR 271, F2K—1 0 i=2
2F?K -
TZ 2 TZ .
—2 — 0 i=3
(2F°K) ° 2F?K

Le polynome est donc stable si (et seulement si) :

d,>0 ou 2F2K1,>1

ORGANIGRAMME

P(x)=a,+a,x+a, x>+ ...+ a,x"

Entrées Degré du polyndme : N «— n
40-80 (coefficients a,, a,, a,, ..., a,
250 250 DATA ., ., ..., .)

k=0,1, .., N:A(k) «— q, n
pair: A(N+1)=0
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N
Initialisation N1 «— int (5) »S «— 0

100-135 k=0,1,..,N1:

B(k) «— AQ2k),C(k) «— AQ2k+1)

Algorithme = i=1, 2, ..., N:
C(0)
140-200 —, B(0)=C(0
“— 50y BO=CO
B (0)=07? OUI : polynome instable
NON
s — -1
k=0,1, .., N1—1:
C(k)=D#*B(k+1)—C(k+1), B(k+1)=C(k+1)
C(N1)=0
@ oul —+ oul
polynéme
NON NON instable
Li «— i+1 polynéme stable.
Variables
N Degré du polynoéme.
) N
N1 int (—)
2
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D Fraction décisive de I’algorithme.

S Variable de la stabilité.

I, K Variables de boucles locales.
PROGRAMME

16 REM $%% Alaorithme de ROUTH - Stakbil
ite od'un Palanome $EK
28 EEM (%% [Degre du Poluynomne — coseffici
ents ¥ik
28 IMPUT "Deqre no= “iH
43 DIM ACH+1
Sa FOF K= TO H
8 READ ACK
55 MEXT
T IF M = ZEIMTOMA 22 THEM ACH+1 Y = A
22 IF AC@) = @ THEM 206
A REM %% Alecrithme ik
H1 = IHT(Hs2) @ S=6
CIM BCHL . COML D
FOR K=03 TO H1i
BCKY = ACZ2¥KY: CCKED = RC2%HK+1 )
HEST
FOR I =1 TOH
20 D= CCAwBECAY: PRINT D B(AX=CCAN:
IF BCA»=@A THEN =00
155 IF D4<=A THEW S=-
1€ FOR K=@ TO HM1-1
178 CCKDY = DEECK+L Y - CoE+1 D BOK+] )=Cf
K+1>
128 HEXT K
198 COHMY »=0
200 HMEXT 1
2124 IF S=-1 THEN =00
228 PRIMNT "Paolanome ztakle, partie reel
le des racines £ A"
249 FEM *4% v+l coefficients du Palynon
e ACAI+aC ] Dt o303 KK
258 DATA 1.2.8.2,5.6
268 END

Lo
L

Yt ph pb p=h b pek e
IR R RS B

AURRSCRW ¢ I T e Jx

1
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@ FRIMT "Polynome inztakble. partie re
g d’une ou Plusieurs racines »=0

B EMD
DEROULEMENT DU PROGRAMME

Partant du polynome :

=a
ell
21

P(x)=ay+a, x+...4+a,x"

on introduit les coefficients a,, a,, a,, ..., a, en ligne 250, n étant le degré
du polynéme.

250 DATA ., ., ., .
n+1 nombres
Le programme demande le degré du polyndome :

30 INPUT "Degré n=":; N

I1 calcule ensuite les fractions décisives d; de I'algorithme et les affiche sur
I’écran. Si les n valeurs affichées sont strictement positives, le polyndme
est stable, dans le cas contraire il est instable.

EXEMPLES NUMERIQUES

| Exemple 1

PCxd = 142x+3u 3+ 50 4+E6 "5

2980 DATA 1.2.84.2.59,¢6
Degre n= 795

2
~-1.9

2.233333372
~2.329213686

1.0588235%
Polunome instable. Partie reelle d’une o
u Plusieurs racines >=0
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‘ Exemple 2

Plud = 1+4u+6u 244 345 4

292 DATA 1.4.6,4.1
Degre n = 7 4

me stable, partie reslle dez racin

Plwd) = ~1244u+13x 2= 3=3u™d+x"0

2%2 DATA -12.,4,15,-5,~-3.1
Dedre n = 7 35
-, 3233333333

a
Polynome inztable, Partie reelle d’une o
i Plusieuvre racines »=0
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11. ZEROS D’'UN POLYNOME

INITIATION AU PROBLEME

Comme on a pu le voir précédemment, en cherchant les valeurs
propres d’une matrice A ou la fonction de transfert d’'un déphaseur nRC,
on était ramené a résoudre I’équation algébrique :

dét(xI—A)=p(x)=x"+4+a,_,x"'+..4+a,=0

La résolution d’une équation différentielle linéaire d'ordre n a
coefficients constants :

yW+a,  yr V4. 4a y+a,y=0
nous conduit d’ailleurs au méme polyndme caractéristique.
La méthode de Bairstow permettra le calcul explicite des racines d’un
polynébme quelconque. Si le degré de p(x) devient trop grand, une
certaine instabilité est a craindre. En ce cas-1a, on attaque le probléeme

des valeurs propres d’une matrice directement en se servant des méthodes
directes de Jacobi, Householder (').

METHODE

Nous considérons donc une équation non linéaire :

f(x)=0

1. J. Legras : Méthodes et Techniques de l'analyse numeérique, Dunod, Paris, 1971.

- 117 -



ou f est un polynome p de degré n :
p(x)=a,x"+a,_,x""'+..+a, a,#0
Nous supposons les coefficients a, réels.
p possede n racines réelles ou complexes et les zéros non réels sont
conjugués deux a deux :
P(z))=0, zy=xo+ jyo <> pP(20)=0, Z5=x— jyo
Pour que z, soit une racine de multiplicité m, il faut et il suffit que :

m

d
PV (z9)=0 et p'™(2))# 0, (p(m)=dx'f)

On peut donc décomposer p en un produit :
p(x)=a, (x> +p x+q)™ .. (X + px+g,)" (x—x, f )" (x— X))
Po Qo X téels, 2(my+..+m)+m, +..+m=n
Divisons le polynome par le trindme x>+ px+q :
p(x)=(x+px+4q)p (x)+R(p, 9)x+S(p, q)
p(x)=b,x""?+b,_ x"*+..+b,
11 faut choisir p et g de fagcon que R(p, q) et S(p, q) s’annulent
(parameétre PS précision de solution).
Pour trouver un couple (p, q) convenable, on applique la méthode de
Newton. En partant des valeurs initiales p,, g, (paramétres P, Q), on

obtient deux nouvelles approches p,, g, et ensuite par itération p,, g,
(parametres NI : nombre d’itérations, PN précision) :

(P,,>=<P,,_.>_ 1 (Sq—Rq) (R)
qn qn_] Rpsq_sp Rq _Sp Rp S |(Pn—].qn—l)

aS
Sq za (pn—l’ qn—l)’ etc.
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Nous adaptons le schéma de Horner et nous trouvons :
b,=a,
b,_y=a,_,—pb,
by=a.—pb, 1 —qb, >, k=n—2,..,0

Reste a calculer les dérivées S, S,, R, R,
En évaluant des formules de récurrence analogues :

=b

n

Cp1=b, —pc,
c=b,—pcri1—qci s k=n—=2,..,2
C,= — pC,— qC;
on vérifie :
R(p, 9)=b,, S(p, )= b, + pb,
R,(p,q)=—c5, Ry(p, q9)=—c;
S,(p, @)= —c,— pcy, S;(p, 9)= — ¢, — pc;

et:

_ —SqR+R;S ;b —c; by

R,S,—S,R, ci—c

Ap

_ S,R—=R,S ¢, by—c, b,
—Rqu—SPRq_ ci—c

Agq

Apres quelques itérations, on est ramené a une solution approchée p, q
des équations :

R(p,q)=0, S(p,q)=0
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D’ou :
p(x) ~ p,(x)(x*+ px+9q)

et:

sont deux racines du polyndéme p.
Le méme procédé se déroule une autre fois. On pose :

a,_,=b, k=2,..,n

n <«— n—2
et on divise (si n>2) p, par le trinome :

x>+ px+q...

Finalement, on arrive a un polynome restant de degré 2 ou 1 dont les
zéros sont calculés directement.

Comme toutes les racines sont obtenues d’une maniére approchée, la
précision se détériore au cours de I’algorithme (les termes R et S ne sont
pas exactement nuls). Les dernieres racines seront donc moins précises
que les premieres. i

Une amélioration des résultats est pourtant facile. On reprend la
méthode de Bairstow au départ en choisissant comme valeurs initiales les
coefficients ;), :1, du dernier trinOme obtenus a la premiere phase.

ORGANISATION DU PROGRAMME

Initialisation 1700 REM =**x coefficients a (k) du polynéme
a(n)x"+..4+a(0)
1710 DATA A(N), A(N—1), ..., A(0)
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Définition des constantes

1030 PS=1E—4 : précision de solution du systeme
non linéaire R (P, Q)=0,
S(P,Q)=0
PN=1E—9: précision de la méthode de
Newton
NI=70 : nombre d’itérations

Introduction des variables

1050 Degré du polynoéme : N
1130-1140 Valeurs initiales P, Q du trin6me
X*+PX+Q
Remarque

Si les valeurs PS, PN et NI ne conviennent pas, l'utilisateur peut
introduire ses propres valeurs. En cas de racines multiples, le choix de ces
valeurs, et surtout des valeurs initiales, demande de temps en temps un
peu de doigté.

Résultats Affichage des racines du polynome
1150-1370

Boucle du calcul
1380-1420

Les algorithmes 1500-1580 schéma de Horner
1590-1690 méthode de Newton-Itération
Résolution du systéme non linéaire

R(P,Q)=S(P,Q)=0
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PROGRAMME

REM $%
FEM *%
FEM ki
FEM ¥¥
zhtems B
FEM dF
MEMTORM
F

1

18325 REM ¥F
a0
REM #¥%
+ SR,
THFUIT
FEM 4%

S
194
S I
1S
1353

BN
o
AR
AR

DM A
FRINT

Fok K

RER

[Py

-
1!
=

T

T .
BN

-,
2,

i
4.l

-
ot

DRI} 0 A AU

HEXT
REM
iales
FEIMT
THPUT
THFLT
FEIMNT:
FEIMT
IF H

4o
r

R SN S S

=
VRN

‘al

i

RN

BRI IR AT I CUETR I S B O T X Ny
)

b

. u
g N i st mdl ol S SRR i i S S Y

U e e e e e

210 P
AR R
S0 THEH 4-=m

it il

L w1

FEAD A

¥ Methode de BRIEZTOW #£f%

¥ Racines o'un Polyvomes $i%

¥ oa coefficients resls ¥E%

¥ P Precizion de solution

CRLIn =@, S0p.9) =0 fiE

¥ FPH: Precizion de la method
Clinearisation? k%

E~4: PH 1E~5 HI=7@: Hl=H]

=

ko ol Ay Polanongs RO =
W FACE D EHEE

O™t Podd 2P 1w +

nodedre 3

¥ op =
I o 4
"Diore oo Polyaoms
1 I ke d Ut 1 [why] d [l
~osefficients ¥E¥
Mou EoH ol

"Coestficisnts

F

= i

Y

atmr,atn-12, ..

= M OTO @
(ke PRIMT ™

ZTEF -1
"ORCK

¥ Introdoction
LAy brinome w2l

“’E: waleuprs

RS SRRt o A 3 4

" r
"q
FEINT
"r" +| "'u"!s- !ji-
2 THEM 15688
1 THEM FREIMT ~RCEHCL D

e i1 : Fu
1" . -"l
¢ b
"Racimesz du Polynome”

EATRESTOL "

E

1 LA R R S LA

(1
P = RE4FE - ©1: IF IM

IM
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@ PRINT RE + S0R ¢ IM3
6 PRINT RE ~ S0F ¢ IHD
20 GOTO 1 3EE
S0 M = SORC-IMO

£ FRINT RE:" +i%"i IM
FRIMT RE:" —i%":IN
M=H-Z: IF H=@ THEH EHD
FOR K = @ T0 M

FCK 3 = BCK+E D

1=

0
&

GOTO 117@
EEM 4% Methode de BRIESTON 2
M=
Bk ST IR O o I = T O
B b 1. = MR-l - FPEREOHD
CoOp=10 = BoM~12 -~ PHCOMY
FOR B = H-2 TO O STEF -1
Bl = ACK Y —FEE 1 DR R +2 0
Coky = BOK Y ~FRCOK41 Y —DECCK+2
MEST
ey = i1 - BOYY
rFM "'1'"* If‘l*l Jf‘]f"!u t#"f
T AR b A DU S Ul WS B
= B (OO WERECL Y ~ DD 0ERCA D T
= 0 DO ERECAY - SO dERC L 20D
IF CABRSCRCL 2 < PSS AMD (ABSCERCA S
4= 1 ahof S THEH 13246
4u TF CHABSORL-P 2 P ARG CABSO D -0 0l F
Hn THF’H 1 T’H
1658 MI=MI+1: IF HIXH) THEHWH 153203
TEER F=R1:0=01: GOTO 1=”ﬁ
1678 FRINT"Frecizion ":F5:Y non obtenue
o choisizser dfavtres waleurs initiales”
1360 EHD
1690 PRINT"Fasz de converasnces aPres "M
di" dterations, ausmenter HIL"EMD
1760 BEM ¥4 adn, afn*l?,..., ar@n FEE
1718 DATA 1,.6,8.04.0,6,8,08,~-1

SRR IR

-
=%

b L

-J i z;ﬂ KNS B o SER KN %
R R X RN

(ua

S n

L

PR

ﬁ..
L

o
R e

3 Ld Y e T AT

x’;‘z Px]
2
1 r—

RN~

e 3 I e e e e e e e e i e i e I i e e e e el s e S T

T‘! +‘\' (LRI SRR TENCH I 1 IR (R LR SR B IS SN2 IR ¢ BN AN Y LA
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EXEMPLES NUMERIQUES

Racines complexes

Ceare du Polynomse n = 7 3
Cosfficients alnratn-12....a08)
1 5} 5 5} 5
A %) a -1
F =71
9 =71
Facines du Polyncms
Methode de BAIRSTOW
1
-1
~1.202146592E-A7 +.i% 1.20000012
-1.20214€52E-7 ~i% 1. ﬁﬁﬁ@@wlh
LIATIAERTE 40k [ TATI06385
L FTA71AERT7S ~j¥ ﬁ?l@FSSB
—.?9?18???? +.i¥% ."M?lﬁ"”
-, 7B71a77Se  ~if (7TATI1A2221
Racines multiples
Leare du Poldynome n = 7 5
Coefficients alnx, afln~10, ... 2082 ¢
324 -231 18% & -
1
FP=71
9 =71
Racines du polyaname
Methode de ERIESTOM
3381632821
v parict-t =11
.3ﬁ 397441 +j% 7.770224C4E~B73
. 3345597421 ~i¥ 7.77QZ22464E-073
-.249999126
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Deare dy Poldynome n = 7 5
Coefficients atndaln=-13....3000 :
324 ~351 102 £ -
1
P = 7 ~ 66
=7 ,111

Racines du pPoldncme

Methode de BRAIRSTOL
L 33AB227246  +% 7.94540729E-073
L AAI227846  ~J¥ 7.94540729E-A7
. 344776032
. 322312735

-, 290000313

Valeurs exactes: 143, 12, 173, 173, ~-1-4

1036 PS = 1E-V:PH = 1E-11: HI=99: HI=NI
Degre du Falynome n = 7 5
Coefficients alnd,aln~-1>,...35807

=24 ~351 103 e -3

1
P =7 -.66
=7 .111

Racines du PaolYynome
Methode de BRIFEZTOW
L B33AI2671T 40 2.O1E7CEEZE-AT
L BRABBZETIZ —~i% Z2.D1E67EEEZE~-AT

326167462
. 330525732
-. 290060001

Le lecteur est invité a comparer le résultat avec celui obtenu par le

programme « Résolution d’une équation non linéaire f(x)=20 ».
Nous reprenons I'étude des fonctions de transfert (voir programme

Fadeev).

- 125 -



Déphaseur 6 RC

Degare oy Poluynome o = 7 &
Crsfficients alnlaln=10,...3C8@0 ¢
! 11 4% b VA
21 1
po= 71
q =71

Facines du Folanoms
Methode de BAIRSTOM
-, SRAZ9TE5AS

-1, 23720273

- A581176228
~2.241@9?_4

-2, 13613975
~3.77090322

Le régime transitoire risque d’étre long a cause de la racine — 0,058
tres proche de zéro.

Fréquence de coupure a —3dB

Degre du Paolunome n = ¢ &
Coefficients atnl.aln~12,.. .80 ¢
1 fa 13 %) ol
%) -1
pPo=71
q =71

Facines du Poluynome

Methade de BRIESTOW
. 1394286

-. 1942826

-5, 2695524E~-10  +j¥ 1,526395514

=5, 2693534E-1 ¥ 1,.58€95514
1.27591236E-18  +.0% 3,24723501%
1.2?591?”FE 19 ~i¥ 2,24223019
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On trouve donc :

0,1943
w, =
RC

ANNEXE

16 REM ZEROS D/UW POLYHOME A COEFFICIEM
TS COMFLEXES

28 REM ACH 3E"H+ACH=1 2 H=1 0+, . JACE 2,
ACA 2420

30 REM COEFFICIEMTS~ RERCK >, IMACK 2 V0T
kR DATH

4@ IHMFUT"DEGEE DU POLYHOME M= "M

43 REM MWi=Z

5@ IMPUT"PRECISION P= ";F

£0 IWMPUT"HOMBRE DY ITERATIOMES M1: "Ml
70 REM DATA REACEY, IMACAD.......FE RACH
=13 IMACH-1 2 REACH >, TACN 2

26 DHTH l.tl.""l.l@)"i}"ial)g

186 DIM RACH, TACH 2 REMOH, M TMOH LMD, RE
Mo TrCHD

118 FOR K=8 TO M

126 READ EARCK », TACK S

138 MEXT

149 RO=(RACAI¥RACO +IACE XX TACH 22 M2
200 FOR K=1 TO M

2109 RHCK s=ROECOSC ZEP TR AH 2 THECK 1=RO0¥EIH
C2¥FTHEAMD

2380 HEXT

508 EEM ITERATIONWS

516 M=0

528 o=

S538 GOSUE 1904

54 FOR I=1 TO M

598 RA=RACI 2: I¥=1A010

S68 GOSUB 2000

578 GOSUB ZE0g

550 S=S+ABSCRACT -REY »+ABSC THCT 0-1% 2

585 RACI y=RY: IKC T i=1Y

a
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590
€00
UE
£40
£50
700
710
7en
730
200
210
820
220
/P+.5
540
850

Tt pd pob pd h b }odh b
P pd pd ek pd d fd e

W N~ h AN

ARAIDOO DI

HEXT
IF S<F THEM 8@6:FEM FRECISION OETEM

M=M+1: IF M=M1 THEHW 700

GOTO 328

FRINT"PRECISION “;F;" MOH OBTEMUE"
FRIMT"ERREUR: "5

FRINT"DEEMIERE AFFREOCHEE:"

LOTO 828

REM RESULTATS

FRIMT"SOLUTION: "

FOR K=1 TO H

PRIMT "ZERD Mo "k "=: " IMTCRKCK
YEFG" 4+ RV GINTCO TACK 2P+, 5 0%F

HE®T

END

%)

FEM MATRICE DES DIFFEREMCES
FOR J=2 TO H
FOR K=1 TO J~1

PMfIP““PA(JﬁPYCK}

IMC K a=Tme Jo=THCk 2

(S L AP Sl T L P OO

IMCK, Jo==TMC .0 KD

HE=T

MO 0=RACH Y TMCJ, Ja=TRCM
HEXT

RMCL, 1 d=RACH: TMC1 . 1 d=TACH
RETLIFH

4 REM YALEUR DU POLYHOME
A EZ=RACH 2 TZ=TRCH D

FOR K=M T 1 STEF -1
RU=REERZ-TXE I Z+RACK -1
E=REX ] 2+ T AR E+TACK -1
RZ=F1

MHEXT

RETURH

A FEM  PRODUIT DES AFFREOCHEES

FEM=FMCT. 12

IM=TMCT. 12

FOR k=1 TO MN-1
RH=RMEEMC T K+12-TMEIMC T K+1 2
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2140 IM=REMEIMC T K+1 2+ IMEEMC T K+1 0

3138 EM=RH

3168 MERT

3163 IF IM=8 THEW RY=RE-FZ/RM: IY¥=I1k~12~
RM: RETURM

31768 IF RM=0 THEMW RY=RE-IZ/IM:Iv=Ik+RI/
IM:RETURM

2173 M=IMREM:Q2=1/CRM+IMEDL 2:03=1-C 1M+
FEMAEL

2120 RY=RA-RIEO2-TIHC

2190 IY=1E-12802+RIEND

2208 RETURH

- 129 -



12. RESOLUTION D'UN SYSTEME
D'’EQUATIONS LINEAIRES

INITIATION AU PROBLEME

Commengons par un exemple, le Pont de Wheastone déséquilibré (voir
la Figure 12.1). Le probléme est classique en électricité. Il s’agit de
déterminer les courants dans toutes les branches de ce circuit. La
méthode des mailles indépendantes permet d’écrire :

Ryi,+g(i,—i)+R (i, —iy)=0
g(i,— i)+ R,i,+R,(i,—1i;)=0

Ti,+ R (i;,— i)+ R,(i;—i,)=E

D’ou :

L [Ry+ g+ R+ i [—gl+i.[—R;]=0
L [0]+ i [g+ R+ R+ i [—g—R,]=0

L[—Ri]+ L[ =R+ i [T+ R;+R,]=E

On a donc trois équations a trois inconnues.
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)z

Figure 12.1.

METHODE

Nous allons résoudre le systéme linéaire :
—b+Ax=0 A (n, n)— matrice, dét A5 0
par un procédé d’orthogonalisation.

Pour que x soit la solution de Ax= b, il faut et il suffit que le vecteur
(—1, xy, ..., x,,) soit orthogonal a (b, a;, a;5, ..., a,,), i=1, ..., n.

i

On applique donc le procédé bien connu de Schmidt a la matrice :

0O b b, ... b, A (0)
b, a, a, .. a;, A(l)
b, a,, a, .. a,, A(N)
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en commengant par la derniére ligne A (N) :

A(N)

(bn a,,4n> - ann)

-— —
|AMN)|
A (N —1) est d’abord remplacé par :

AN=—1)—[A(N)-A(N—D]A(N)

A(N=1)

et ensuite par ———
P TA(N=1)]

| | désignant la norme, etc.

I1 en résulte une premiere ligne A (0) orthogonale a toutes les autres.
La solution du probléme sera finalement :

( ap, A a()n)
X = _—-— — y oty — —

ano Ao Avo

Une valeur g, trés faible ou nulle indique un systéme incompatible ou
dét A=0.

Le programme répéte le procédé d’orthogonalisation jusqu’a ce que le
vecteur A (0) soit suffisamment orthogonal a tous les autres (parametre
P : précision du procédé de Schmidt).

Ensuite on détermine les résidus :
r=b—Ax
et on améliore la solution x en ajoutant celle du systeme :
Ax,=r
calculée de la méme maniere.

Le procédé est réitéré (variable II) jusqu'a ce que la moyenne
quadratique des résidus soit assez prés de zéro.
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ORGANISATION DU PROGRAMME

Le ceeur du programme est constitué par les lignes :

1100-1250 Algorithme de I’orthonormalisation.
1000-1060 Création de la matrice A a (N + 1) lignes et colonnes.

1070 NI=0: NI Compteur de nombre d’orthonormalisa-
tions.

1100-1250 Algorithme de Schmidt
G=N,N—-1, ..., 0:
1. On calcule le produit scalaire KZ
KZ=3 A(G,I)-A(N, )
2. PS=KZ : on orthogonalise les vecteurs
AG et A(R+1,I):

A(G,I) «— A(G,I)—A(R+1,1)-PS

pour R=N—1, ..., G, et on calcule le produit
scalaire

KZ=3 A(G,I)-A(R,])
3. On remplace A (G, I) par :

A(G, 1)
SQR (KZ)’

la norme de la G*™ ligne est donc égale a 1.

1300-1440 On controéle si A (0, I) est suffisamment orthogonal a
toutes les autres lignes A (G, I).

(Les produits scalaires ne différent de zéro que d’une valeur trés
faible.)
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Remarquons finalement qu’il faut introduire 'ordre n du systéme :
30 INPUT N, la précision P et la matrice A du systétme A x = b ainsi que
le vecteur b en lignes

10000 DATA... 10010 DATA..., etc

PROGRAMME

FEM ¥%¥ Solution d'un sustems ¥
FEM #¥¥ lineaire carre Hxz = b ¥¥¥
FEM $%¥ o apres MJEHRIOH. M, OHSMAMK %

I 0] . e
[ WX

g 4

2 IMPUT "L ordre du sdsheme n o= i

4@ IHPUT "Precizion du Procedes o ortlof
cmalizaticon de SCHMIDT o= "iF

A DIM ZOH M ACH H L BOH O Y SMO M

6 GOSUE Z2R1a

YA GOSUR 5014

a9 REM *¥¥ Sous-Programmes FEE
106 FEM $¥f Ortkhonormalization $dd
1816 FOR K =@ TO M

1@z FOR I =@ TO H

1020 ACK. T = ZCK, T2

1640 HEAXT

1050 ACK, A = SMOK Y ACAKDY = ZMOKD

1268 HEXT

16768 HI=H

1194 FOR G = H TO @ STEP -1

1119 K2 = @: M=0

1120 FOR R = H TO G STEP ~1

1126 P = K2Z: K2 = @: L=R+M: M=]

1148 FOR T = @ TO M

1150 25 = ACG.ID — ACL. T 2EPS

1160 RCG. 12 = 850 KZ = SE¥ACK. T2 + KZ
1176 MEAT 1

1120 MEXT ®

1200 IF KZ = 6 THEM FRIMT "Det A = 07 "
tEMD

1218 PS = 1/80R(KZD

1220 FOR I =8 TO M
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1220 ACG.IY = ACG. T 4PS

1240 MHEXT 1

1258 HEXT G

1262 PS=A

1218 FOR G=1 TO H

13260 KZ=9

17330 FOR 1T = 8 TO N

12408 KZ = ACBA, T ACG. IY + KZ

1398 MHEXT

1260 PS = ABSCKZ)Y + FS

12768 HEXT

1280 KZ = PS/H

1226 PRIMT "Ortho9onalite de 13 solutio
n: "KEZ

1400 HI= MI+1

1419 IF CKZ>P» AMD (HI<4> THEN 11

14280 IF K2 » P THEM PRIMT "Precis
Fi" o okbtenue

1428 IF ABSCACA. QY < 1E-18 THEM PRINT
"Susteme incomPatikle 77 " :PRINT

14408 IF ACB. Ay = 8 THEM EMD

1500 S=~1-AC@A.6)

1519 REM #%% Solution $i¥

1924 FOR k=1 TO H
AACAKY) = ACA, KIS
A HEXAT
A
I

15]%]
iawm M

oA L

RETURM
Aaa REM ¥%% Initialization=Introductic
e 1a maktekice A ¥¥E

S ol

?A18 FOR K=1 TO M

2020 FOR 1T =1 TO N

2022 READ ZCK. 1D

ca40 NEX

2050 MEXT

2060 FOR K = 1 TO H

2avea READ BOK D

Z2e8a MNEXT

2A%9@ PRIMNT " Suzteme d’equationz lineai

-
i
1

2168 FOR K = 1 TO H
2118 PRIMT
5120 FOR I = 1 TO N



2120 PRINT 2k, Ta:" ";

2142 HEXT

2150 PRIMNT " ... ":BCKDY

2160 HEXT

2178 PRINWT

2120 RETURN

S0 REM %%¥ ITteration -SECOMD MEMERE %

¥

501 11 = A
=020 FOR K =
15 1e]%) “MfVﬁ =
G040 HOKY = @
S5a50a HEHT
5102 REM %% Execution d’un paz $k¥
S511@ GNSUE 1914

5120 PRIMT " Solution apres ";I11:" iter

ation=z: "
S128 FOR K = 1 TO H

5140 XKy = WOKY + ACA K

S15@0 FRIMT ¥OE>

5168 MEXAT

5200 REM %% Calcul des rezicduszs ¥
218 PRIMT " Residysz: "

5228 51 = A

S200 FOR K = 1 TOH

5210 5 = BOK D

S32AFOR I =1 TO M

S0 8 = 8 ~ Z0K T xENCT D

S240 MEAT

55350 SMOK Y = 5

S260 PRIMNT 2

527A 51 = 21 + S¥5

53220 HEXT

5298 FRIMT " Movearne duadrkatidque = ;51

‘H:IF S1-HI1E-12 THEH EHD

2406 1T = 1T + 1

S41@ IF IT » 3 AMD S1-W » 1E-S5 THEH FRI
HT " Suzteme 1nCumF=+1b1= eF N EHD

Sd4z2a COTO S116

Q226 REM #¥d Matrice A par ligne fi¥

AS
-

19600 DATAH -74,20,12,-11, -4, -8
190818 DARTH 14, -62.21.,28,0.7
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10826 DATA &6, -72.-5.7.1.4

16a%a DATA -12, 68, -20,-22, 3, -3
189@ed DATA 2.8,-7.-4.1.02

16878 DATA 4,-12.4.4.@,1

186260 FEM ¥ Second membes boddd
1eten DRTHR 1.6.8,.8.2,.4

MEILLEURE APPROXIMATION EN MOYENNE

Partons d’un support d’approximation (¢, ..., t,) (ce sont les points ou
la fonction est parfaitement déterminée) et d’'un ensemble de points (¢,,,

Ym), m=1,

Nous voulons trouver un polynéme p tel que la somme :

3
I Ma

(Y — P (1)) p(t)=k§] x, th!

1

soit minimale.
Pour trouver les coefficients x,, il faut résoudre le systeme d’équations
linéaires :

Ax=b
avec :
n n
—_ k+i—2 — k—1
Q; = 2 tm+l ’ bk— E Ym tm
m=1 m=1

Nous modifions donc ainsi le programme «Résolution d’un systéme
linéaire... »

290 REM fi2¥ Initialization=Introductio
n e la matrice A ®4¥
20695

A% DIM TOM I YOM D, SO D
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D3 PP P2 TR D A3 1
DR QDR
B L WM D
AR ARN AR DM

FRIMT:PRIMT "Paints tlmd, aimi:
FOR M=1 TO W

READ TCM3PCMY:FRIMTM. TCM 1. YO M
e M =1 MEXT

FOR K=1 TO M

S=@: T=0

FOR M=1 TO N

S=EASCM Y T=T+YC M)
SCMIZSCM ETOM Y 0 M = M T M
HEXT

2055 ZCK .1 =S ROK =T
2060 MEXT
2AeT FOR I=2 TO H
2ATA S=80 1 0501 w=S0 ] DETOL
2075 FOR K=1 TO H-1
208A ZOK . I =041, T-1 1 S=C4 S0 K+ 2
DASS SCK41 I=E KA T KA
2090 MNEXT kK :20H, 1 1=
2095 HEXRT T
2099 PRIMT " Susteme o' squations lineail
o 1]
2180 FOR K = 1 TO H
9938 EEM %% FPoints t0mo, <0my #%%
10888 DATH 9.8
18816 DATA 5235987 755,..5
10628 DATA 1 ATBVIEEET
19436 DRTA 2 61f3938”83.5
184@ DATA 2. 141592654, 8
Resultat :

- L
Nt i e




MATRICE TRIDIAGONALE

Initiation au probléme

La solution d’une équation différentielle du second ordre dépend de
deux constantes arbitraires. Pour arriver a une solution unique on impose
donc deux conditions supplémentaires en forme de conditions initiales ou
de conditions aux limites, une a chaque extrémité de l'intervalle.

Considérons le probléme suivant :

—yY'+qg(x)y=g(x), a<x<bh
y="?
y(a)=a, y(b)=p

v, g, g étant des fonctions a valeurs complexes.

La méthode la plus simple pour attaquer ce probleme est celle des
différences finies (voir le Chapitre 16).

On partage l'intervalle [a, b] en n + 1 intervalles égaux de longueur :

_(b—a)
T(n+1)

et on pose :

a=x, < <. <x,=a+kh<.<x,,,=b
Ve =Y (x), @ =q (%), 8 =g (x).
En remplagant y”(x,) par la valeur approchée :

=)’k+1_2)’k + Ve

k=1, .., n
h2

D?y,

on obtient finalement un systcme d’équations linéaires dont la matrice est

tridiagonale :
Y=«

2 B
conditions aux limites Yo e hl yk+l+qk Ve =8, k=1, ..., n

\W

Ynr1=B
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(ou sous forme matricielle) :

( , N oY (@)
24q, k0 —1 0 0 . . 0 » &t
-1 24q.h* —1 0 . . 0 ¥z 8>
0 —1 24q,h° —1 . . 0 ¥ £}
1 -
h’
0 0 0 —1 24gq,_,h* —1 Yo 8n—1
, B
0 0 0 . 0 —1 2+gq,h? n e
L @) &)
Remarque

Une matrice tridiagonale poss¢de des éléments non nuls uniquement
dans la diagonale principale et les deux diagonales adjacentes.

Méthode

Partant de I'’équation Ax = a, A tridiagonale on met la matrice A sous
la forme :

A=G-D

ou G est une matrice triangulaire inférieure trés creuse (ou la presque
totalité des éléments est nulle) et D une matrice triangulaire supérieure :

d s, 0 0 . . 0

i d, s, 0 . . 0

0 i dy s . . 0
A=

0 0 iy d,_y s,

0 0 0 i, d,
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di

SN

O =

o -

0 0 O 0
a0 0 0
i, d* 0 0
0 0 i, d*
s¥ 0 0 0
1 55 0 0
0 1 s*_
0 0 1

La résolution des deux systémes :

Gi*=a et

Dx =j*

est immédiate. Notons alors I’algorithme :

k=n—1, ..

d’f=d1
i*—-ﬁl
17 g%
di
*  _ Sk—1
sk—l_d*
k—1
* __ *
diy=d,— i, Si_,
-
.*_(ak_lklk—l)
ip= =
k
— ;¥
xn—ln
— *
Xe = Uk — Sp X1



Remarque

Une matrice triangulaire supérieure (inférieure) posséde uniquement
des éléments nuls en dessous (au-dessus) de la diagonale.

Exemple numérique et programme

Drdre de 1a matrice
Diagonale Ee dil 2 Im d- »=1 1
Ciagonale Re du2 20Im dfd =1 1
iagonale Fe o3 ,hIm ge3d o= 3 -1
Surdisasonale Ee (1 3, Im sl 2 =2 1
Surdiaomale Ee sCz2 i, Im gl »=1 -1
Sousdiatonale Re l‘Zc. sIm iz =1 -5
Sousdiagonale Re i )!Im i3 »=86 1
Second membre Re a(l 20lmoacl =3 03
Second membire RBe 302 2,Im afze o= 4,5 2
Second membre Fe al3 oIm als 32 = 4 4
Solution =01 2 = 8 +.i%1
Solution =02 3 = 2 +i%0
Solubtion w03 v = 1 +j%]1

19 FEM *%% Suzteme d'equaticons ¥44

20 REM *¥¥% lineaires - matrice ¥4%

28 REM ¥%¥ tridiagonale ik

48 FEM *%¥%¥ coefficiente complexes ¥tk
9ﬂ FEM %% Introducticon dez coefficient
= Ppartie reelle, P. imaginaire *¥i¥%

1@@ IMPUT "Qrdre de la matrice n = "M

119 DIM RDCMILIDCND, RESCH=1 3, ISOCN~10R
ICHY, TICHMS, RBACHY, IACH

120 FOR K =1 TO H

126 PRINT" Diagonale Fe o ":K;" 2, 1Im o"
JE M = " THMPUT RDCKE o, TR K D

14 HE¥T

120 FOR K = 1 TO H-1

160 PRIMT" Surdizgonale Re sC"iKi" 2, Im
eC"GK" Y = " THPUT RSCK D, ISCK
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170 HWEXT

188 FOR K=2 TO H

1908 PRIMT" Souszdiazgcnale Be iC";K:i"31.1Im
10"k = " INPUTRICK Y, TICK Y

208 NEXT

210 FOR K=1 TO H

220 PRINWNT" Second membre Ee af"iK:"3. Im
aC" K"y = " THPUTRACK o0 TACK

230 MEXT

290 REM ¥¥¥ Al9orithme $4%

200 S=RDC1IERDC L X4+IDC Y w4IDC L S

310 RIC 1 d=CRAC L YERDC L J+TAC L XKIDC L 205
320 1101 0=CIACY 3¥RDCL »=RACLXEIDCL 2 3/8
3280 FOR K=2 TO H

340 RS=(RS(K~1 Y¥RDCK~1 0415 kK~1 D¥IDCK~-1 2
WS

350 1SCK-1 i=CI1SCK~1 Y¥RD(K~1 )-RS(K-1 J%1D
(K=123/5:RE(CK~1 »=R5

360 ROOCK I=RDCKI~RICK I¥RS(K-1 )+1ICK JEISL
K=123

370 IDCK y=I0CK -1 ICK 2¥RSCK~1 =RICK 2¥1SC
K=1>

380 S=RDCK Y¥RDLK I+IDCK I¥XIDCK D

399 RI=(RACK =~RICK IERICK~] s+ TICK XTI ICK=~
1238

400 11=(JACK »~RICKI¥IICK=13=-TICK Y¥RIC K~
1228

410 RICK )=RI4RDCKI+ITXIDCK »: TICK )=11¥RD
CKI~RIXID{K 2

420 NEXT

430 FOR K=W-1 TO 1 STEP ~1

440 RICK ) = RICKI-RSCKY¥RICK+1 3+1SCK 2¥]

ICK+1 D

439 IICKD) = TICKI-RSCK IRTIICK+1 ~ISCK D¥R
ICK+1

460 MEXT

490 REM %¥%¥% Resultates ¥¥¥

590 FOR K = 1 TO N

519 PRINT " Solution xC":K;"» = "; RICK
ViR TICKDY

520 MEXT

W30 EMD
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AUTRES EXEMPLES NUMERIQUES

Exemple 1

L’ordre du sdsteme n = 7 &
Precizion du Procede o carthog9onal

de SCHMIDT P = 7 1E-9
Susteme d'eduaticonz lineaires:
~74 =0 12 -11 =~4 -8 .
14 ~£9 21 2 5} 7 .
B =72 -5 7 1 4
-1z 6 -3R -22 @ =3 .
3 2 -7 -4 1 a - 7
4 ~12 4 4 a 1 . &)
Orthogonalite de 13 zaolution
1.62920146FE-05
Ortho2onalite de la zolubion

3.43607227E-11
Solution aPres
1.0800000973
~-7.4042382E~-A7
-2.000007345

15. 0000231
472.0000715
~%96.008023173
Rezidus:
~1.15920929E-A7
1.7881329324E-47
. 9FA4F442E-AR
-1.1920923%E~-27
~1.42811612E~-A%
1.49011612E-02
Mowenne quadratidue

7]

iteraticons:
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Exemple 2

L’ardre du sdsteme n = 7 &

Precisicn du pProcedes o’ orthogonalization
de SCHMIDT p = 7 1E-S

Syeteme d’edquationz lineaires:

~-74 B4 12 -11 -4 -2 vea B
14 -£3 21 22 a8 7 e B

66 -2 -5 7 1 4 .. B
~-12 6 -2@ -23 3 -3 . 1
2 8 -7 -4 1 a . @

4 =~12 4 4 ] 1 v 9

Ortho9enalite de la solution:
=, 638471 7E~-A2
Orthegonalite de 13 solution:
4,25063341E-11

Salution afPres @ iteration
-40, 0021 156

2%. 0000922

155.0900431
~1934.00289
~-3211.008892

40936.2114

Fesidus:

f

2. 814697 27E~-AE

7. 62333452 -0

H

w

=%

aderne duadratique = 1.21265%6E-11
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Drtho2onalite la salution:
4,FR274E9A%E-A
Ortho9onalite d- 1
1.57266732E-12
Solution apree 1 iterations:
-40, 00013
35.800173
155, APALE
~-1024, 2044
~3211.02132€6
4A95, 1742
Fesidus:

.C' Q

solutian:

2

. B1465727E-0E

VDR R

Mowenne duadratidue = 2.42521921E-12
HE

Drthooonalite de la zolutio
. A61924206
ﬂPfhudGﬂﬁllte de la zoluticon:
1.R217568232E-11
Solution aPres 2 iteraticnsz:
-40, 002169
25.00A15738
155, AAREET
-1024,.4A2444
-32211.0173282
4036, A1 7EZ
Rezidus:

A
~2.81469727E-A6

%)

A

%

%)

Modenns quadratiques = L APEE192 E-

Ortheodonalite de 13 *@1ut1un
L AE192480F
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Ortho2onalite de la solution:

1.81785832E-11
Solution arres
-4@, ARA1 52
259.00015

1535, 00066
~1034, 46044
~3211.013266
4R35, A1742

resicdus:

campaT

BN B )

E-2

Ty

14

TROD@WS

e Quadeatidue

]
I
N

DretkcSeralite oe

L RE1954006
Orthooonalite de

la
1a

1.81753£5322E~11
Solution apres
-4@, AR E9
I 1 [ B e
155, ARREET
-1@%4, ARd44
—~3211.01282
4R3c ., A17ED
Reziduz:

4

Mowenne doachatidus
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Suctemns mal conditicwne...

Solotion exacte calcules Papy 1

~4

=5

155

-1634

-3211

469
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Exemple 4

L ordre oy zustene fno= 7 2
FPrecizion du praocede o arthoSconmalisation
cde SCHMIDT p o= ¢ 1E~9

SGueteme o’equationz linsaires:

ite oe la zolution:
-

de 1a zelution:

|1utiuu afres @ iterations:
&, 9R49fESeE 4R
2 ﬁT4j€EﬁbE+@9
Reziduzr
5]
8]

Modenne duadratidque = @

UNE METHODE ITERATIVE

Parmi les nombreuses méthodes itératives (ou I'on applique le mé¢me
procédé plusieurs fois; voir le Chapitre 16), nous proposons celle de
Gauss-Seidel et une généralisation que nous allons utiliser dans le
Chapitre « Equations différentielles elliptiques ».

Comme le programme est largement commenté, nous donnons tout de
suite son listing.

- 149 -



Programme

FEM SOLUTIOW FAR ITERATION

REM METHODE ADARTEE ALY GRAMDE
FEM SYSTEMES LIMERIRES CRELL
FEM AX=E. A POSSEDAMT LIME

5 isR)

Iy G P
AX]
AR

@ FEM DIAGOMALE FRIMCIFALE COMIMHAHTE
S0 REM RO T LT xb s SOMMES VACT LK 2 LKA RT D
7EOREM FHREAMETEE W DE LA METHODE =0R
20 REM (SUCCESSIVE OVER COR LIMDER
28 REM RELASATIOM. @<u<z
166 IHPUT "Ordre de la matrice A: H= "

H
118 IHPUT "Parametre b= "l
128 IHPUT "Precision do presultat P= ;P
138 IHPUT "Mombre of iterations HI= "iHI
M. 1=MT
148 DIM ACHLHY, BOMY, HKOH2
124 REM IMITIALISATION
28 FOR I=1 TO H
218 FOR K=1 TO H
228 FREAD ACT. K
2720 HEST -MHEST
24B FOR I=1 TO H
250 READ BCT o WOT=@: REM START
268 MEAT
278 FOR I=1 TO H
280 FRIMT: FOR kK=1 TO H
296 PRIMT ACT. K.
208 HEAT
21a FRINT "..." BOI
2260 HEXT
=92 REM ALGORITHME
400 M. 1=H.J-1
4109 E=A: EEM RESIDLU
420 FOR I=1 TO H
430 S2=0
442 FOR K=1 TO M
450 SS=55+ RAC L, K 3kACK 2
46@ MEXT
470 XK= 13
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424
450
54
516
g
55
&N
535

ACT )=4~bgC SE-BCT 2o /ACT LT
RE=R+ABSC #=~XC T 92

HEAT

IF R<F THEM S48

IF HJ>A THEHM 480

FRIMT :FRIMT "Precision "iF:i"non obt
apres “iMI:" iteraticns."

FRIMT "Solution ¥(I» apProchee:": G0

TO 556

540

FRIMT :PRINT"Solution ACID, I=1.....

M, afPresz ";HI-HL;"iterations:"

550
SE0

F'
570
550
S99
600
610
620
6320
650
Taa

FOR I=1 TO H
FRIMT "Xe"iLi"y = "iIMTCACT 1/P+.50%

NEXT

ENL

REM MATRICE A FAR LIGHE
CATA 4.~1.8,~1

DATH ~1.4.-1.0

[ATA B.-1,4.-1

DATA ~1.6,-1.4

FEM BC I3, SECOMD MEMERE
CATA 1.0.8.8
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INTERPOLATION

13. Lissage par des fonctions de Spline

14. Interpolation et transformée de Fourier rapide




13. LISSAGE PAR DES FONCTIONS DE SPLINE

INITIATION AU PROBLEME

Lorsqu’une fonction y est définie par un procédé expérimental ou
numérique — on reléve par exemple des valeurs a certains moments x,
ou on résoud une équation différentielle par une méthode a pas —, on
aimerait compléter cette fonction pour tout x par une interpolation.

Citons un exemple et considérons un ensemble de températures
relevées a Marseille un jour de septembre, la coordonnée x représentant
I’heure du jour, la coordonnée y la température relevée.

xh y°C

6 16,5

8 18,9

10 23,8 On cherche la courbe interpolante et la
121 284 température 2 14 h 30 et a 21 h.

14 29,6

16 28,7

18 23,1

20 19,4

22 17,3

METHODE

Une certaine incertitude sur les valeurs de la fonction aux points
d’interpolation interdit I'interpolation par des polyndmes de haut degré.
Nous employons donc des polynémes p, de troisi¢tme degré pour
interpoler la fonction inconnue entre deux points du support d’interpola-
tion.
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(X y () et (xep1s ¥ (X y1)
p(X)=a,+b, (x—x)+c (x—x)+d, (x—x,)°
k=0,..,n—1
Les polyndomes seront définis par les relations :
Po (x0) = y (xo)

P (Xi41) = Prpr1 (K1) =y (x4 41)

dp dp

dx" (xk+1)—7;‘;—'( ei)) k=0,1,..n—2
d? p, da? p,

_dx_2'(xk+1)= +‘( X 1)

Prn—1 (xn)= y(xn)

Par conséquent, on arrive a une interpolation polynomiale par
différents polyndmes de bas degré en posant :

p(X)=p(x), =Ex=x,4,, k=0, ..., n—1

p et ses deux dérivées existent et sont continues.

Comme les polynomes p, ne sont pas encore déterminés d’une fagon
unique par les relations indiquées ci-dessus, on peut introduire une des
trois conditions supplémentaires suivantes :

1. pi(x0)=ph_i(x,)=0

Pt (x0) = p'¥, (x,), k=0, 1, 2 périodicité

3. po(x))=a, p,_,(x,)=0>b

Nous nous bornons au premier cas et nous voulons calculer les
coefficients des polynomes p,.
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Nos conditions nous menent a un systeme d’équations linéaires :

fi by O 0 . . 4 0 ¢ g,

h, f, h, 0 . . . 0 c, 2

0 h, f, hy . . . 0 ¢, = [ g

0 0 0 . 0 hn~3 fn—fZ hn—2 Ch—2 8n—2

0 0 0 . . 0 hn—Z fn~1 Cn—1 8n—1
avec .

fi=2(h+ h_y), hy = X4 — X =Yy (x)

_ 3(Yy1 — )’k)_3 (Ve — Yi—1)
h, hy

8k

Heureusement sa matrice est triagonale, ce qui facilite la résolution
(voir le paragraphe : « Résolution d’un systéme d’équations linéaires »).
Le calcul explicite des autres coefficients ne présente aucune difficulté :

a =y (%)= y
an:=yn C()=Cn=0

Gy — 4 h(cq,+2 )

b, =
* h, 3

_ (Ck+1 —c)
(3 hy)
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DEROULEMENT DU PROGRAMME

Initialisation Il faut fournir au programme lorsqu’il le demande
10-180 le nombre N et les points d’interpolation x (k),
y(k); k=0, .., N
x(k)<x(k+1)
Algorithme Le programme calcule les coefficients des
200-410 polyndmes :

pk=ak+bk(x_xk)+Ck(x_xk)z_*_dk(x_xk)}

Résultats Affichage des coefficients sur 'écran
420-570 Calcul des coordonnées d’un ou plusieurs points
interpolés
Partie graphique Dessin du polynéme interpolant p en haute
580-750 résolution
LE PROGRAMME

10 FPEM ¥%% Lizzag9e Par dez fonctions sb
line *¥¥

20 PRINT"Intraciy
reolation <(@AY, g
‘:Ill

20 IMPUT "n = Cak=33";H

48 DIMACH L BOM=1 2, COM Y DOH-1 2 ECN-1 2, F7
M=1 2, GOH=1 2 HOM-1 2, MY, Wi D

%3 FOR K=0 TO H

A PRIMT "Point # ":K;" w9 = ";

780 THPUT HOE 3, 9¥CKD

28 IF K>A THEM IF ¥(Kyi= ¥(K-1) THEN PR
IMT"Choizizgez x(kI»xCk-1)> ":GOTO 70

20 RACK d=NCK D MEXT

tion de ints d’inte
b

L\ = P
Ay w1 ...wfnﬁuy(n
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188 FRINT "Toutes lez waleuwrsz dustes? 0
MO GET T4

114 IF T$<» "H" THEM 204

1260 PRINT "Quel Point woaulez—wonz cored
aer? entrez k " GET T%

128 K=YALTE »:FPRINT "Paoint # ":K:" x.4

140 IMPUT HOK 3. YK

1508 IF K>A THEN IF MK 3= ¥(K-13 THEM P
RINT"Choisizssezr wfk drulk-12 ":GOTO 146
164 IF K<H THEM IF ¥iEKde>= ¥CK+1) THEM P
RINT"Chalziceser «(kd«tk+1y ":GOTO 14Q
170 ACK =YK

1808 GOTO 144

190 REM %¥¥%¥ Matrice trizconmale ik

200 FOR K= TO H-1

210 HIKY = HiK+1) = KIKD

220 HEXT

228 FOR K=1 TO H-1

240 FOKEY = 2ECHOK D4HCK =1 23 GOK =240 AC K+
1 0=-ACK I IAHC K =34 ACHK 2=-ACK =1 D 3/HCK-1 )

5@ HNEAT

260 REM ¥¥¥ Rezolution du zyzteme linea
ire ¥¥¥

27 C(l) = G(1X/F(1)

220 FOR K=2 TO H-1

290 E(K—l' = H(K=1/FCK=1)

200 FIKY = FOKY - HOK=~1 Y¥E(K~-1 2

310 COKY =(GLK Y ~ HIK=] 2¥CCK~1 22 FC KD
220 MEXT

324 FOR ¥ = H-2 TO 1| STEP ~1

240 COKY = COKY = ECKICC(K+1)
250 NEXT

36A REM ¥4¥¥ Coefficients dez Pol
E % $ 4

370 C(AY = A: CINY =

220 FOR K=0 TO H-1

290 BCKY = CACKAL=-ACKIIAH(K DY ~(CCK+1
+ ZHCCKDI YEHOK /3

400 Doy = (COKE4A1 Y = COK 2 2/C2¥HCK 1)
410 HEXT

ic
=3
Q
=
1]
i
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420 FEM *¥4 RAffichaze des coefficients
k% % 3

438 PRIMT"Polunomes Pklx)y, k=@,...,n-1
PRL

440 PRIMT"ak+bk( w~vk d+ck( w=—k »24dk( x—-x
h. }/\3 "

458 FOR K = 6 TO N-1

4660 PRIMNT "k = "“;Ki" sk = ";H40K 31" »(
k413 = "; MK+

478 PRINT A(K . BCK . COK 2. DIKD

428 MEXT

420 PRINT:PRIMT " Calcul dez coordonn
ees d'un Point interPole "

e IMPUT “"Valeur de la wvariable » = %
Y

512 IF H4¥C@n OR ¥» WKOCH? THEM PRIMT "
en dehors de 1V interwalle ":GOTO S04
320 k=0

538 IF AX4AcK+1) THEM K=K+1: GOTO 526
T3T H=E=-KOCE D

5S40 PRIMT"PC" i4+X4CK ;"0 = " CCDCK ki +Ce
K334+ 224K +ACK Y

S54 PRIMT"D! autrees Pointke 7 O/H " GET
T

60 IF TH<> "H" THEMW Sad

G570 REM *¥4¥ Courke obtevue Par interrol
aticw *%%

528 PRIMT "Desgszsin zur l1'ecran 7 0O/M ":
GET Té: IF TéE="M" THEM EHM[

538 IHPUT "Ordermmees exbremesz 4 min,
masx “iY1.%2

&8 IF Y1 »= Y2 THEM PRINT " 94 min € 4
max " GOTO 596

A1 HIRES:REM Ecran Haute rezolution
20 K = A

620 FOR I = @ TO 239

40 X = KiAY 4+ (H(HI-¥CAI NI 2329

£50 IF WrHdlK+1 ) AMD K<H-1 THEH K=EK+1:
GOTO £50

AR W= s

FEA Y = (CDCKMEY + COK 23R + BOKIEY +
ACK »

}
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o= THT COY2-Y 24191202 ~Y10+.5)

IF Y48 THEMN Y=@

IF Y>191 THEH 1-191

CURSET I.%.1

HEXT

CURSET @.4.1

CRAK B.1391.1

DRAM 229.8,1

FOKEZE ., 96 EEMPermet d’ecrire danz 1
lignez en bas de 1’ecran Haute Res
PRIHT"EﬂPoﬁcer une toucke Pour cont

AP WM = RO DN

[RRT RO DRI

N

WO NI NW SNNNANANGROm

-\J

[
R

rET A%
TEXT
EHD

)0

QUELQUES EXEMPLES NUMERIQUES

Courbe de températures

Introduction des Foints o’ interPolatia
n (@AY HCAY w1, a1, xindaain

n o= (n»=R07 8

Poivit # A x,94 = 7 86,16.5

Point 4 1 x.9 = 7 A8.18.9

Point # 2 .4 = 7 10,22.8

Point # 2 x.a =7 12.228.4

Point # 4 w«,94 = 7 14,29.6

Point # 5 «w.4 = 7 16,28

Point # & x,4 = 7 18,23.1

Point # 7 x,94 = 7 20,19.4

Point # 8 x4 = 7 22,17.3

‘Tautes les valeurs dustes? O-N

Auel Point woulez~voaus cortiger? entrez
k

Point # 5 w%,4 =7

? 16.,28.7

Toutee les waleure Jjustes? O/H
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FPoluynomes Plkfwd,

kng .

" J 'I'l""l

kbl =k ek sk 2 24dk =k Y3

k= @ wiki= £
1.5 . 885106774
L7872 ﬂF?

k= 1 wkd)= 83
18.9 1.82972645
~A8111653215

2 x(kd= 18

& 2.74374742

= =F x4
N =N =N
QH =R

~1

=
N o
HOQURMNQ R =0 |}

ml
Y+
—q
-;J
11y
vy
n
Dl
Y

~ 1

2
19.4 -1, 25835723
~. 26044735

Caleul
Fole
Valeur de la
7 14.3
Pe 14,9 O =

Mik+1) = a
=9

des coaordonnees

“Ck+1d = 8

a

47232987538

wik+1) = 12
~.R143593515

x(k+1
w412
wlk+1y = 18

~-1.02897386

w(k+1)d = 20
74926262

k4l = 22
. 15626841

variable v« = 7

29. 6866929

D?antres Points 7 O-N

Yaleur de la warishkle x

7 21
pe 21 O =

n
-

18.2718658

D'autres Poinke 7 O/M
Dessin supr 1'ecran ? O

Ordannees

extremes 9 min,

9 max: 1,
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°C 30 .
/” \\\
’ \,
’/ \\
/ \
/ \
,/ \
\
1/ \\
254 / \
j / \
/ \
4 / \
/ \
] // \\
/I \
B /
/ \\
20 / N
’ \
’ \
// \\
2 N
II \\
16,547
6 8 10 12 14 16 18 20 22 h

Introduction des points o’ interpolatic
n @AY HCAY w1yl LD LKl

no= (=337 3

Point # A x.a =7 6.0

Point # 1 %,9 = 7 1.2

Point # 2 .9 = 7 2.1

Paint # 2 w9 = 7 2.4

Toukes les valeurs Justesz? O-M
Poldnomes Fhklul, kaB,...,w~1

ak+bk( v~k ek =k 22+l x

k= B wikr= @A wk+ld =
A 2. DEEREEET )
~1.A6EE6EET
¢ = 1 wlkd = |1
2

2 ~. 133333233 2.2
2.233233333
k= 2 w=lky= 2 nlk+ld = 23
1 . 4EERBCERET 2.8
1. 26666667
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Caleul des coordonneses d'un Paint inter

Pale

Valeur de la wvariabhle = = 7
T2

p 3 Y= 4

D’antres paints 7 0O-M
Valeur de la wariable x
? .9
VS D
D’ antres
Valeur de
r 2.8

pC 2.8 » = 2.1

Dautres Palints 0-H

Dessin sur 1/ecran 7 0O-H

Ordonness extremes 9 min., & max: @, 4

it
-~

= 1.4
Pointe 7 0N
1; wardiakhle

it
R\

bl
7
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14, INTERPOLATION ET TRANSFORMEE DE FOURIER
RAPIDE (FFT)

INITIATION AU PROBLEME

Les séries de Fourier ainsi que la transformée de Fourier sont depuis
longtemps des outils tres puissants pour traiter les fonctions périodiques
et non périodiques qui décrivent les phénomenes de la physique et de
I’électronique. Citons 'amplitude d’un son en fonction du temps ou plus
généralement le traitement de signaux et le calcul des spectres.

Le théoreme de Fourier dit qu’a toute fonction g intégrable et
périodique peut se substituer une série de fonctions sinusoidales dont les
pulsations sont multiples de la pulsation fondamentale :

2
w=2T7f=—
f T
Ay 2 .
g(t)=Z—+ % (A, cos nwt+ B, sin nwt)

Les coefficients sont des intégrales définies :

1 T

2 (7 2
A, =—f g (t) cos nwtdt, B, =-f g (t) sin nwtdt
TJ), T/J,

A
et —ﬂ'—’ désigne la valeur moyenne de la fonction g. Les fréquences nf et les

coefficients A ,, B, caractérisent donc le spectre de la fonction g (voir la
Figure 14.1).
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Dans le cas de fonctions non périodiques, la série de Fourier est
remplacée par la transformée de méme nom :

S(f)Ef g (1) e=2mil gy

et le spectre perd son caractere discontinu.

On peut reconstituer la fonction g de son spectre S(f) par la
transformée inverse :

g(r)=j S(f) &> i df

(si g est continue et si les intégrales :

oo

[~ talan [ isier

existent).

Comme les intégrales sont généralement difficiles a évaluer et que
souvent on ne connait de la fonction g que quelques valeurs, on les
remplace par des sommes en nombre fini de la forme :

N—1
S(k)= 3 g e 2™ k=0,1,..,N—1

=0

METHODE

Soit f une fonction périodique de période 2 .
Prenons une base d’interpolation de fonctions trigonométriques :

1, cos x, sin x, cos 2 x, sin 2 x, ..., COS nx, sin nx, ...
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Nous voulons interpoler la fonction f, dont on ne connait les valeurs
que dans les points x,, par ’expression trigonométrique :

A M
P(X)=7”+ 3 A, cos kx+ B, sin kx, N=2M+1

k=1

A

A M—1
p(x):T“+ Y A, cos kx+ B, sin kx+ 2Mcos Mx, N=2M

k=1
et nous admettons que les points d’interpolation :

(X0 f(x), k=0, .., N—1

sont équipartis sur [0,2 7] :

x,=—1 k=0, .., N—1

On peut considérablement simplifier le probleme en posant :
ek =cos kx+ j sin kx (formule de Moivre)
et :

p(x)=b,+ b, e+ b, e’ +.. .+ by_, eNTDK

p polynome de phase, b, coefficient complexe.
On vérifie facilement :

A‘, (Ak - jBk) (Ak + jBk)
_T, bk =f’ bN_k=—2—-

Ag=2by, Ay=bi+by_, By=j(b—by_y), k=1,... M

Les polynomes de phase :

p‘.(X)= 2 bkejkxs Pn—1 =P

k=0
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ont les qualités suivantes :

a. p(x)=f.=f(x), k=0,1,..,N—1, f, complexe

si et seulement si :

1 N—1 »
by=— 3 f e 2mN k=01,.. ,N—1 (14.1)
N €=0

b. (14.1) a pour conséquence que p, est la meilleure approximation de f
en moyenne quadratique.
p, est déterminé d’une facon unique par cette propriété.

Nous nous limitons maintenant au cas N = 2". Cooley et Tukey (1965)
ont généralis¢ une méthode de Gauss pour évaluer rapidement les
expressions (14.1) avec O(N log N) opérations au lieu de O (N?),
nécessité absolue pour effectuer le calcul de la transformée en temps réel.

La transformée discrete est décomposée successivement en deux,

N N N
quatre, huit, etc. transformées sur 773 points jusqu’a deux points

(voir par exemple Microsystémes septembre-octobre 1981, pp. 155-
159).

Ne pouvant citer tous les détails, nous nous contenterons de dire qu’il
faut introduire I'application 7 qui inverse la représentation binaire d’un
nombre entier k :

k=a,+a2+a,2>+..+a,_ 2", a,=0 ou 1
T(k)=a,_,+a,_,2+..+a,2""!
on initialise donc par :

b(t(k)=f, k=0, .. 2"—1
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et ensuite :

m=1, .., n:
E=1 i=0,..,2m"1'—1

r=0,2m 22" . (<N—1)
u:=b(r+i), vi=b(r+i+2m""1-E
b(r+i)=u+v, b(r+i4+2" " )=u—v

—2j
E<—Eexp( )

2"1

Apres exécution, on trouve dans le tableau b(k), k=0, ..., N—1, les
coefficients du polynome de phase multipliés par N.

:‘ — w‘; f«.#z 1 2 4 /\ 8 :“
T o XN
N =S
e
N é, W AN NI
f |4 h g . b
. N NN
O SRS
e/ AN u n N/,
NN b h o XXX,
o LN L /XN,
N~ S AN
fis 15 fis| A \/ V \bﬁ

'— 1
1

3 = 0011 — 1100 = 2 Wik
N=16 w=e ™\ Inversion du Papillon
code binaire
1
NN/



ORGANIGRAMME

Entrée des données numériques :

60 N nombre de points d’interpolation
N=2M
110 RB(K) partie réelle de f
IB (K) partie imaginaire de f :
) K*2%P]
RB(K)+ 1B (K) = (=~ —)

Inversion binaire :

130 a 185 7(K)=L, 7(L)=K

Algorithme de Cooley-Tukey :
200 a 320 Calcul des coefficients b (k)

Affichage des résultats :
400 a 420 b(k) et |b(k)|?

Dessin du spectre :

430 a 470

PROGRAMME

10 REM $¥4¥ Transformation de FOURIER -F
FT #%%¥%

20 PRIMT"pPC x i=bB+blexp ik d+b2exp(2.ix i+,
ot BCH=1dexpPCON=120xd "

30 PRIMT"x(ky = 2PI koM, CxCk 2, f0xCk 202

pPoints d’interrolation, k=0,1,...,N-1"
40 PRIMT"H=2"n, calcul des coefficients
bk »"
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50 REM #¥% Introducticon des waleurs (
comP lexes ) fOxlk 1i=f(k ) ¥¥¥%

68 INPUT "Mombre de Points d’interpPolat
{on N=2%n = ";HN

78 N1 = INTC LOGCNIALOGCZ234+.50: DIMACHL
p)

23 DIM RBCH-13, IB(N-1)

290 Mi=N/2:L=0

1899 FOR K= T0O N-1

105 X=K%2-N

119 PRINT " Re £C";X:"4¥PI Y , Im £C" 8"
¥PI = "

120 INPUT RBCK . IBCK

128 IF K<L THEMW 174

140 FB=RB(L ): IB=IB{L >

150 REBCLI)=RBCK »: IBCL »=1IBCK

160 RBLK )=RB: IBlK )=IE

179 J=Mi

179 IF J<{=L THEM L=L-J:J=])/2:G0TQ 173
124 L=+

185 NEXT

190 REM #%% Algarithme de COOLEY - TUKE
N 5 %

200 Mi=1: FOR M=1 TO M1

218 A=COSCPIA M1 ¢ B==SINCFIAML2 'R
E=1: IE=@

228 FOR J=A TO Mi-1

2708 FOR R = @ TO N-1 STEFP 24M1

240 RA=R+.]:RM=FO+M1

250 RU = RBCRAY: I = IBCRAD

2e6a RY REB(CRMY¥EE ~ IBCEMYEIE

2ra IV RECRM ¥ IE +IBCREM#RE

280 RRCRO ) = RU+REY: IB(R@> = IU + IV
298 RRBIREM) = RU-RYW :IBIRM» = IU ~ IV
=00 HEAT

209 RES=A¥RE~BLIE: IE=A*IE+EXRE : RE=ES

216 HEAT

315 Mi=2%¥M1

328 MEAT

290 PRINT "Coefficients bOky: "

400 FOR K = 2 TO M~1

nu
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412 PEIHMT " kOM; K" D = ";RBOK M " 4+ %
" IBCK 3oMG

415 IBCK v=RECK JERBCE DO NEN 3+ TBCK DETBCK 2
AOMEM D PRINT" (kO E:;" 2172 = " IRCK )
420 HEXT K

428 PRINT " GRAPHE U SFECTREE DE FUISSH
MCE [ SIGHAL "

44@ FOR K=@ TO -1

450 FPRIMTE: SPCCZEIMTOCHESORC IBCK 2o+, 5 00
H*ll

460 HEXT

470 EMD

DEROULEMENT DU PROGRAMME

Le prograrﬁme calcule les coefficients du polyndme de phase b (k). On
introduit en ligne 60 le nombre N de points d’interpolation, N=2" en
2wk
N )
On place alternativement ces valeurs dans un tableau ou I'on se sert
des instructions READ, DATA.
Les coefficients b, sont liés aux coefficients réels A, et B, du
polynéme trigonométrique d’interpolation par les relations :

2wk
ligne 120 les valeurs réelles et imaginaires Ré f( N ) Im f(

Ag=2by, Ay=>b,+ by_;, By =j(b— by_y)

Pour calculer la transformée inverse, on emploie le méme programme
en modifiant :

110 PRINT “Re b(k), Im b(k)”;

PI PI
210 A=COS (—) : B=SIN (—)
M1 M1

et en supprimant la division par N en ligne 410 :
410 PRINT 7f(2pi”; K; 7/7; N;” )=""; RB(K); "+ j*"; IB(K)
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EXEMPLES NUMERIQUES

Exemple 1

Foowi=b@+hlexk o i itheexP(2ix . oo+ Bl H~12
ewf (=1 2im

wlk o = 2F1 koM, CxlCk 2 fCuCk 23y Points d
“interralaticon.

k=@l .00 M=1, H=Z2"n, calcul des coeffic
ients blk s

l#ix?=xxpi; B s 2R 1

B f0@ ¥FI2 o Im £08 4FI’ = 3]

Fe 0,25 $FI) o Im fh HOAPIN = L E5

Fe 0.5 ¥FI2 o Im £, ﬁPI} = G5

e L VE ERTDY L, Im +'“T_

: F1 ITep #01 ¥FI 2 =
}.

RO IIY ¢
e
—
A
~
—

i

_i

: Fﬂ1.55 #PI) o I 0]
FO1.S &PTx . Im 01,
CFC1LTE OERT Y . Tm 1

[
b

N

i~ i

— 1§
=~
8

Coefficients bk 1

SR D o= LETS + kR JkiE T2 o= L TRG

Bl o0 o= - 125 4 JELEE2 kGl s E o= L 18T
b2 o= - 125 4 Ji.125 bl iR o= J@ml
be® 2= ~, 125 + d¥.852 (ko3 o2 o= 0818
DA S BT 0 T S B A% 'b 4 e o= JH8lE

RS o= “.125 + iF-.B52 (kOS5 22 o= 018
biE 2= - 125 o+ k-, 1;7 HE S I T & 1 5
b7 o= =185+ -, TReF o om e = L 18y

D SIGHAL

it

GRAFHE DU SFECTRE DE PUISSAMC
&} *
*

T —

Y IR AT BN S
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Exemple 2

Hombire

s ama il w

de Points dfinterrolation MH=2%n = &

RRCTS B DRI Bl S VDI S b AN T I e 1

1Ty

O W T

\T_x 3 L)

ol FFPI
TR 4 = N
¥ERT o

FEI o,
01 %FI o

e
fio
i,

o

u ot

el oy

¢

fol. ZJ

il
fol.

I||Q++1|

¥

R
=\

P e

RS R AT I S RN

far,
b
ke
bt
b
]

L,n‘

.x i'_n g J‘_ ] [‘._‘1 Yot zzz

.
‘.

b7

:
|
b
.l
K
K
3
|

HIN LI I LI l?-‘~

HH
(4

=

: Lﬂ

e

ERR LA T AR RN LN Bl |
i

e,
s

R

GEAFHE [

kS

FRPT o Im 01025 %
5 I
FFI 0 o Im #0175 &R
AT S

-+

t
-
+
+
o+
o+
+

T OB FFI 2 = @
Im FO025 TFI' = @, mzE
T FOUE P10 = -2
o I FOLTFE ERIT S
Im §#C1 %¥FT1 0 = &

it
x

1

CAR A
po T F01.5 FFT S =
ey

foh i

JER O ThOB I o= @

AF-.5 kel 2 o= LE25
JELVES Gblz 2 o= L Bel
JE-1LE 0 ka3 iD= ZUES

JEE tkhod
JEL.S ThiE
JE-.25  ‘khifA

JE.S b7

SPECTRE DE PUIZSAMCE DU STGHAL
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Exemple 3

Haomikre

L

Coed o
ko
8
a1
b
ald

e e et sl R IR B B 0 SR } HS <N ('_‘_'l !“x_'( [

Dl 3P VR AN B iIl

= fOB KFTD

e fi.

- {1,

5}

wR i lhZexprl 2
.

koM,
ieers

cal

(st BA

IR RTUETI L ACT-8 YTt

T @ 4FI0
1~

fO.125 P10 o
FOLO25 ¥F1 0 .

TSOEFI Y,
EA=D ] I £0¢.5
25 FFIr o Im ff
A =R Im £0.75 $FI1;
EASN ] Im £0.0875 $FI 2

T £,
I F{

T R

fi L i

TR

FO1ORPTY . Im 01 P10 = @
‘ .1;“ 4F12 . In £O1,125 P10

12
FO1. 25
i1, 3?5 *F

T £01. EFT
oo Im #0010 EVE KFT
Im 1.5 P11 = 2

FE1.825 4FT T $#C1.R2S 4RI
FU1.7S 4F1 2 Im +171 f‘ I =
fr1 R Triy +n1 S5 AFI
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=S SR
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) W BON=1 deuR (=1 i

MOk = . »ro orointz dfinterpolation.
k=€4.- 1.. .H 1 calocul des cosfficients hik
Hembre r.i-: Foi nt: v:!’ iute-rF'«:vIat.icvn HW=z"n = 128

max (khCk il = 12774

f(x)=x/n Spectre | b (k) |

Frlus = sind18%x) + bruit flwn =

ma«

0,499

thik 2 = E3.5284436/N max Tk

= =it 18,582 + broit

o= 4%, 3346055 /N

Spectres | b (k)| :

0,339

et b 5 127 0

Figures 14.2
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V
EQUATIONS
DIFFERENTIELLES

15. Equations différentielles du second ordre non
linéaires

16. Equations différentielles aux dérivées partielles




15. EQUATIONS DIFFERENTIELLES
DU SECOND ORDRE NON LINEAIRES

INITIATION AU PROBLEME

I1 existe en électronique une classe de montages appelés oscillateurs et
qui jouent un role important. Ces montages ont pour but de fournir sur
une de leurs bornes un signal sinusoidal dont on maitrise en général la
fréquence.

Il s’agit de systecmes bouclés, dont la réaction est positive, et qui
obéissent au critere de Barkhausen : le gain de boucle doit étre égal a
+ 1 pour une certaine fréquence, celle de l'oscillation justement. Or, il
est difficile de réaliser une telle condition de fagon parfaite. On s’arrange
d’ailleurs en général pour que ce gain de boucle soit légerement supérieur
a +1 et que I'on soit sir, par conséquent, qu’il y a oscillation.

Par ailleurs, I'amplificateur (nécessaire) n’a pas une fonction de
transfert parfaite du type v,=Kv,, mais il présente des paliers de
saturation : = Vsat.

ficateur |

vo (1) vi (1)

Figure 15.1.
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v
<
to

Figure 15.2 : Fonction de transfert d’'un amplificateur reel.

La partie linéaire de cette fonction correspond au gain de I'amplifica-
teur. Il est possible de rendre compte de I'allure de cette caractéristique
en posant :

V2
Vi= Vsat tanh
20

ce qui est d’ailleurs proche de la réalité, le dessin ci-dessus n’étant en fait
qu’une modélisation de I'amplificateur.

Cette relation, jointe a I’équation différentielle du Pont de Wien (voir
encadré), fournit I’équation régissant le fonctionnement d’un oscillateur a
Pont de Wien.

L’équation devient alors (v,=:v):

d°v 3dv Vg 1 dv 1
- —— —t—= v=0

dt*  Tdt TV, , v dt T

cosh

20
et on a une équation différentielle de Liénard si :

Vat
T =34¢ >0

20

Cette équation possede une solution périodique stable v, (sans prendre
en considération les translations de temps ¢t — ¢+ D¢) dont toutes les
autres solutions s’approchent (voir la Figure 15.3).

Nous allons donc étudier le traitement numérique de cette équation.
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Equation différentielle du Pont de Wien

i(1) R |
L} |

v (1) R, 1 _q vy (1)
i=C, dv, Y2 £=C2 d’ v, ifi_v_%
dt R, dt dt* R, it
et:
d :
i=C, E(VI_RII_V2)
D’ou
dv, v, dv, d>v, 1 dv, dv,
C,—+—=C, ——R,(, (Cz — —)—Cl—
dt R, dt dt* R, dt dt
et :
d’>v, dv, 1 1 1 1 dv, 1
2 —< + + )_ —_— 1tV
dt dt \R,C, R,C, R,GC, R,C, dt R,R,C,C,

On pose en général, pour simplifier :

R,=R,=R |
RC=rT1
C,=C,=C |
D’ou :
d’v, 3dv, 1dv1+1 0
2ave v, 1 _
dt* Tdt Tdt T °

,=0




Figure 15.3.

Evoquons encore un autre aspect :
Une des équations fondamentales de la physique est la célebre relation
de Newton :

F= ma

(m masse d’un corps; F force qui peut résulter d’un potentiel li¢ a la

2
. d’y
masse; a accélération, a = p >
X

y (x) donne la position du corps, y(x,) sa position a I'instant x,,, y'(x,) sa

vitesse initiale, x le temps.

Comme F est une fonction des variables x, y, y’, notre problecme
s’exprime au moyen d’une équation différentielle du second ordre :

I F '
y=—=f(xy1Y)

m
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et deux conditions initiales :
y(x0) =y, ¥ (%)= ug

ou si I'on pose :
y=y., Y =y, par un systéme
yi(x)=y,(x), y1(X0) = Yo

2 (x)=f(x y,(x), (%)), ¥:(x0)= Yoz

METHODE

Tracé d’une solution de I’équation y"=f(x, y, y").

Nous discutons d’abord le probleme a valeurs initiales du second
ordre :

Y'=f(x 5 Yy) yl@=y, y(a)=u,

et nous voulons tracer sur ’écran la courbe solution y(x) ou sa dérivée

y' (x), a=x=b, et afficher les valeurs approchées dans un tableau.
Dans ce but, nous partageons le segment [a, b] en 200 intervalles

partiels égaux et nous utilisons sur chacun d’eux une formule de

Runge-Kutta d’ordre 5 (erreur locale = O (n°)).

(b—a)

Partons donc du point initial x,, y,, u, et posons h= 200

L1 = hf(xy, ¥y, Ug)

h hu, L1
x=xu+'£’ y=)’0+‘2_’ y =uo+—2—

L2=hf(x, y, )
h hu, L1h

L2
x=x0+§‘ y=)’0+T+T' y,=u0+"2_
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L3=hf(x, y, ¥)
L2h
x=x,+h, )’=Y()+hu0+_2—‘ y=u,+L3
L4=hf(x, y, y)

et finalement le procédé repart a partir de :

h(L1+L2+4+1L3)
6

Xy <— xot+ h, y, «— yo+ hu,

(L14+2L2+2L3+L4)
+ 6

Uy €<— Uy

Si l'intervalle [a, b] est important, un partage est recommandé.

Systeme d’équations différentielles d'ordre 1 d'aprés
Fehlberg (*)

Nous allons étudier le systeme d’équations différentielles :

IA

Ve=F (X Vi, Yo cos Yu)» k=1,2, ., n, a=x=b

ou en forme vectorielle :

u=y=f(xy)

Soit x,, y, le point initial (x, I) de la courbe solution. L’équation
différentielle nous donne alors la pente f(x,, y,) de la tangente a la
solution.

* E. Fehlberg : Klassische Runge-Kutta Formeln vierter und niedrigerer Ordnung mit
Schrittweitenkontrolle und ihre Anwendung auf Wdadrmeleitungsprobleme. Computing 6
(1970), pp. 61-71.

J. Legras : Méthodes et Techniques de l'analyse numerique, Dunod, Paris, 1971.
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L’approximation consiste a suivre la tangente au lieu de la courbe sur
un petit intervalle [x,, x,+ h], h pas d’intégration.
Nous posons :

L = hf (x4, yo)

Pour améliorer 'approximation, nous reculons et nous recommengons
le méme procédé a partir du point :

xo+a, h, y,+ b, L
Cela nous donne :
M=hf(x,+a, h, y,+ b, L)
et le prochain point de départ sera :
xo+a,h y,+b,-L+ b;M

etc. La valeur approchée y,4+ Dy de la courbe solution devient
finalement :

yo+Dy=y,+c¢,L+c,;M+¢;Q

Nous choisissons donc une formule a trois (quatre) approximations
(voir J. Legras, p. 177) et nous déterminons les constantes a, b, c¢; de
telle manicre que :

e l'ccart entre la valeur exacte y et la valeur approchée soit infiniment
petit d’ordre 3(4);
e les trois premicres approximations des deux formules d’ordre 3 et 4

soient identiques.

La quatricme O servira de premicre approximation L du prochain pas :
xo+h — x,+2h
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Fehlberg propose le schéma suivant :

a b, e c;
214 533
L 0 0 —_— _—
891 2106
1 1 1
M - - — 0
4 4 33
0 27 — 189 729 650 800
40 800 800 891 1053
214 1 650 —1
O 1 — — — S P
891 33 891 78

23L M 350Q O

T178 733 11583 78

Celui-ci ne differe guére d’un schéma proposé par Mineur et donne fort
avantageusement ’erreur systématique E par pas. Cela nous permet de
controler et d’ajuster la valeur de h au cours du calcul sans perte de
temps. Si E est trop grand, |E|>P, P erreur locale, on rejette la valeur

approchée y,+ Dy et on remplace h par 2 puis on recommence le calcul

P
E| <m’ on remplace h par

a partir de y,. Si E est de tres faible valeur,

2h

PROGRAMMES

19 REM *%% Resolution d’un zdsteme d’ e
qQuatione differentielles d’'ordre un ¥4%
28 IMPUT " HNombre d’equationz n = ";H

3@ INPUT " Interwvalle Ca.bd = ";A.E

40 IF A>=B THEHM PRIMT "ax=h??": GOTO 30
A DIM YCHI NI, SCNI, ICNYECNI, LCHY, M
CHY OCNY,QCHND
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A0 FOR K=1 TO H

78 READ ICK»: REM #%% Valeurs initiales
SA YK I=ICK)»:S(KI=I(K

90 HEXT

1808 INPUT " Pas d’integration h = "iHB
119 IF HO<=@ THEWN PING: GOTO 146

128 IMPUT " Ervreur locale p= "; P

130 IF P <= @ THEN PING: GOTO 128

140 X0 = A:H=HO:¥=X0:0=0

158 GOSUB 7A9

1668 FOR K=1TDO N

170 LK )=H¥JCK 3 ECK 2=0

158 NEXT

198 PRINT" Yaleurs %, “9C1), ...00490n0 "
280 PRINT X9;

218 FOR K=1TO H

228 PRINT " ";ICK»;

238 NEXT

242 PRINT

250 IF X@>=B THEN END

260 FOR K=1 TO N

278 SCKY = SCK) 4214%L K /891 ECK y=ECK )
=23KLLK /1782 YK I)=I(K)+L(K 24

280 NEXT

254 K=X+H 4

382 GOSUBR 764

319 FOR K=1 TO H

320 MCOK D=HYXUCK ) : SCK =S K 4MO K 332 ECK )=
ECKI+MCK 2303

325 YK I=I(K =185% (K 1/2004+7229FM K 17200
320 NEKXT

340 Y=X+H$¥17-748

399 GOsSUB 7909

360 FOR K=1 TO N

370 QCKI=HERICK > 50K 1=5C K
ECK )=E(K )-250%00(K 2711583
380 MEXT

290 X=¥+H¥13/40

408 GNSUB 799

419 FOR K = {1 TO N

420 0CK )y = HEUCK 3: ECKI)=ECK +00K 2,78

L IHEIEEQCK 2B
YK I=SCK D
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430
440
459
4609
470
4202
4390
a8
585
510
5209
534
249
358
€09
610
£2a
£330
&40
£309
708
?1@
nﬁﬂ

! P’ Tl

4aCn
818

3 b=t bt b ra 1 e
B R R R J S AR

HEXT
FEM ¥¥¥ Frecizsion obtenue 7 ¥%X
K=0
K=K+1: IF K>N THEW 5808
IF ABSCECK Y »>P THEN €049
IF ABSCECK »)<P-168 THEN 460
G=1:G0T0 460
IF G= AND H<HO® THEMW H=2%H:GOTO 514
IF H>»=HA THEN G=1
FOR K=1 TO N
ICKY = SCKY: LK I=( 2-G 240K Y ECK )=0
MEXAT
L=0: ¥A=y
GOTO 200
=H/2: K=¥0: =0
FOR K=1 TO H
ECK i=@: SOk s=TCK »: L K i=L0 K o2
HEXT
GOTO 260
REM ¥¥¥ Susteme d’equations 4%
UL = C¥CL 2420070284
Wz = cvq1)~v<2§ﬁx(2xzb
FETURH
FEM #4% Yaleurz {nitiszles 4(1)....
PR 2 # £
DATA 1.0

FEM ¥%¥ Trace o’une zolution %%
BEM £%E de 1'equation differen—$%4
FEM $44% +iclle 3”=F(x,3,3"¥#£

FEM #%¥ owCai=ud, 9/(ad=00, aduihitsd
FRIMT"9* % = —sinafu"

LPREIHT "u'? = —zipCua"

@ FEINT"Interwvalle Ca, b3 = " IMFUT A,
E FPRIMT "C":R:",":B:"2"

25 LPRINT "Interwalle Ca,bd = ":"[":iA:"
‘ 1" 'E:; ll]ll

2@ IF A= THEH PIHS: GOTO 24

40

FEIMT "Walewr initiale 903 = ";:IHF

UT Ya: PRIMT “Ya
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4% LFREINT "Yaleur initiale «Cal = "; %@

S8 PRIMT "Walewr initiale 9'Cay= ";:IHNP
UT 1a: PRINT ua
51 LPRIMT "Waleur initiale w/<ai="; U@

S5 LPRINT:PRINT

A THFUT "Trace 90x) o 90«27 122 ";A%
 T=VALCHSE Y

A IF AE<>"1" THEH IF A$<>"2" THEM FIMG
¢ GOTO @

75 IF CE="0" THEH 25

20 DIMYCZ2aa 5

285 Mli=Ya: Ma=Ya:\War=¥a:IF YAL(A% =2 TH
EM Mi=lla:Mz2=1)a:% g =4

98 PEM *%%% Pasz d’integration h=(b-2)/20
Aviy

123 REM %% wik b= a+kdcbh-a0-200, Wk Ii=y
Coel e d o) 9Ol 30 4%

112 FEM #%% YW K> Fichier *i%

128 H=(E-A»200: XB=H:K=0

120 EEM $%% Methode de RUNMGE-KUTTA #$4¥%
140 ¥=x@: Y=YA:1) =114

194 GOsUB 506

160 Li=H%F

179 H=X0+H /2 Y=Ya+H¥1a-2: 1) =1a+_1-2

15 GOSUB 509

190 LZ2=H¥F

200 Y=YA+HEO 24+ 13H<4: U =1A+_2-2

219 GOsSUE Sa4

228 L3=H%F

230 XK=rp+H: Y=Ya+HEA+H¥L 2210 =Ua+L32
240 GOSUR 560

250 |L4=H¥F

26A #A=YA+H: YA=YA+HEIA+HE L1+ 2+L3 )76
272 A=A+ | 1+2% 24253404 )76

238 K=kK+1

29a IF A%="2" THEN 330

200 VOR »=Ya:IF YA<Ml THEHM M1=Y

3219 IF YarMz THEW M2=Ya

326 GOTO 259

220 WK »=10a: IF Ua<M1 THEN Mi=Ua

240 IF UAa>M2 THEHM Mz=la
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2598 IF K4200 THEW 146
295 IF CE="0" THEM 279
268 HIRES: REM *¥%% Trace ¥¥¥

eSS M3=M1 : M4=MZ

370 FOR K= TO 280
380 V=160 M4~ K ) 1/ M4~M3 D
390 CURSET K.W%.1

aa HMEXT

19 REM %%% Axes ¥¥%:IF CE="0" THEM 473
28 W5 = 16A¥CM4-C AN ME4-M2 )

436 CURSET A.Y%.1: DRAW z06.4,1

440 CIURSET a.48.1 © DRAW 0.160.1

445 CURZET 19,170.0

470 HN%E = "Courbe w4(x» - trace ":IF T=
2 THEHM HE = "Courbe 94'C(x) - trace "
455 FOR K=1 TO LEMCHE)

4@ CHAR ASCOMIDSCNE, K, 132,01

463 CURMOY 1a.4.0

470 MEXT

474 REM FPOKEZE. 96 rermet d’ecrire dans
12z 3 lignes en baz de 1’ecran Haute Ee
475 POKE 2&€.96:PRIMT "Valeursz extreme
: 1] ,; rql ‘: " " ': ME: '; " 1] .:

476 LPRINT "Valeurszs extremes :"iMl;" "
Ma:" ":LPRIMT

428 PRIMT"Affichage du tableau des vale
ues DAN7Y G GET A% '
430 IF A%= "H" THEM GOTO &48 ELSE GOTO
5]5)

495 REM ¥44% Equation differentielle
F = FCAY U &%
S0 F==STHOY 2
S16 RETURH
A0 LPRINT " Takbleau des waleurs =k,
CIA A IR T R
12 FOR K= TO 204
fed LPRINT K. RA+E¥CB~-R Y200, WOk
£330 MHEXT
£35S GOTO E6A
48 FRIMT" Autrez waleurs initialezs? (0
AHGET C4
£EE IF CHE="0" THEH 408
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A PRIMT" Recorie ecran zur imPrimante
Ok GET D%
A IF D& ="H" THEM GOTO 1606
EHD
FEM *¥¥ ImPrimante ¥
A FRIMT"AIOUTER SOUSFROCEAMME RECORI
E ECEAM HAUTE EESOLUTION"
1665 WAIT Saa
1010 EHND

7

ISI (DI

6
(
7
2
CE
%}

HAQH\G‘\

UTILISATION DES PROGRAMMES

Tracé d’une solution de I'équation y"=f(x, y, y')
On introduit la fonction en lignes 500 et 19 :
500 F=f(X,Y, U)
F=y, X=x, Y=y U=y

Le programme demande (lignes 20, 40, 50, 60) :
e lintervalle [a, b] (INPUT A, B);

e les valeurs initiales y(a) et y'(a) (INPUT YO, INPUT UO0);
e de tracer y ou y'(1/2).

(b—a)

200

Un fichier de 201 valeurs approchées de la fonction y ou y’ est dressé
et les valeurs extrémes M1 et M2 sont retenues. On peut choisir entre :

Le pas d’intégration est fixe : h=

e l'affichage du tableau des valeurs approchées (ligne 480);

e le tracé sur écran (les axes passent par le point initial).
Il est possible de superposer plusieurs courbes si les valeurs extrémes
des courbes suivantes ne dépassent pas celles de la premicre a tracer.

Une mise en page sur 'imprimante est proposée.
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Résolution d’'un systeme

Il faut introduire en lignes :

20 le nombre d’équations N, 1=N

30 lintervalle [a, b] : A, B, A<B

100 le pas d’intégration h : HO 0 <<h<<0,2
120 lerreur locale p : P 0<p<io—

les N fonctions du systéme
700 Ul=fXY1), . ., Y(N):...: UN)=f(X,Y(), .., Y(N))
les N valeurs initiales y0 (1), ..., yO(N)

810 DATA.,.,...,.

EXEMPLES NUMERIQUES

Pendule pesant

._.-"“\_ - -
) .
N - N '\_
J__.-—-____. = oo .4—..__.. -
N
- “ - - '_.' -
c -~ . r -
- . : 5 g s
l. '- .' ~ __
- = Sl
K ’ -‘.\ ,‘. -
. -"~ 3 ,
- e K
‘.\ - \_\ R
. . 7 . S
RN
Cowurbe T trace



Pont

TR - L
Intervwalle Ca. b} =
Valeur initiale u(a =
Valeur initiale w'Cao=

(]
i
—
fa]
H
~ =

—
=}
£
-~J
=]

Valeurs extreme:

Valeur initiales =03 @
Waleuwr initiale 9'Car= 5

valeurs extremes -, 905329743 L S5003I570
Waleur initiale wiasr = @
Valeur initiale 4'Car= -, 73
Waleurs exbremes =, FTESFTETALL . 7VEE7744
de Wien
L"-\" ) . ’
.'\_‘.-

[J

L



9T+ 1=-1. 1358 cosh™ 20 9 1 x4e=0
Iﬂterualle Ca,bl =[8 ,38 1
Waleur initiale wialr = &
Yaleur initiale «'Cal= |2
Yaleurs extremes :—,7462586585 746483
PR I YIS BT ¥ Tl I P 0
TR T L B BTl P ity
Morbre o' equations ﬂ = ? 2
Intervalle Ca.bl = 1,2
Pas o’ inteoration h T o.a5
Erreur locale p= 7 {E-@7
Valeurs w, 9010, . .0.940n2
1 1 %)
1.645 1.82499%504 . 244231748
1.1 1.8492962%4 LAATESIE2E5
1.15 1.87452197 RE99953531
1.2 1.82972517 .Uj141423qq
1.25 1.12450926 1120326135
1.3 1.14919352 LA215926223
1.35 1.17378116 LA51181575
1.4 1.13826424 169878246
1.45 1.22264031 187276
1.5 1.24690413 .:@f?”2J4“
1.55 1.271A5324 LR22ER2T2]
1.6 1.29502776 L 2ERE52957
1.65 1.31200426 . 25BET428F
1.7 1.324220461 271584529
1.79 1.328648692 LERTIERTZZ
1.8 1.3930@5205 P SA2429397
1.85 1.41350Q52 . 31738693832
1.20080041 1.432683233202 L ARCAEAALTS
1.95020001 1.4580506% . 24E4E5359
2. 0aa0a600a1 1.48315439 . 36AE18419



MHombre d’equations n
Intervalle Ca.bl = 7 1,
Pas o’ intearation b = 7
Erreur locale p= 7 1E-97
Valeurs », 901000090

1 1 A

1.95 1.92433304 . 0244001 748
1.1 1.843326294 LA47EILE2E5
1.15 1.807422197 . AGE99933851
1.2 1.99973517 .A914142333
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16. EQUATIONS DIFFERENTIELLES

AUX DERIVEES PARTIELLES

EQUATION PARABOLIQUE

C’est une équation du type conduction de la chaleur :

00 3’ 6
— = ~
oT X

qui donne la température 6 en un point d’abscisse X, au temps T, d’une
fine barre métallique qui ne transmet la chaleur que par ses extrémités.

Il est intéressant dans un premier temps de normaliser cette équation
de facon que toutes celles qui ont la méme forme se résolvent par la

méme méthode. Posons :

X, et 6, étant des constantes pouvant avoir une signification physique.

Alors :

00 0960 _ ou 00 1

aX  au’ 90X ou X,

260 9 00\ 8 1 960\ du_ 1 80
X2 9X (ax)_au (x{, au) X X2 ou?

D’ou, en reprenant I’équation de départ :

) 1 9°
Oib_(P'zax_wx—_(—)Px 0,
oT X5 u-
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. aT N
Enfin, posant t =——- on aboutit a :
X2

0
e ¢
ot ou’
Nous allons maintenant évaluer numériquement ces dérivées partielles.
Par définition d’une dérivée :

o _oUt+k)—e(1)
ar k

en appelant k un accroissement de t assez petit (nous précisons plus loin
cette notion).
De méme, nous pouvons écrire :

¢ _eluth)—e(u)
ou h

et tout aussi bien :

¢ @u)—@(u—nh)
du h

Or, par définition :

9 e
v Fo (W= (u—h)
@ du ou

ouz h

D’ou :

e euth)—20w+e(u—h)
ou’ h?

L’équation de départ nous conduit ainsi a la relation :

eu, t+k)—@(u, t) _@eut+h t)=2¢(u, t)+@(u—h 1)
k - h?
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[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
k
@ . 4 L 2 @ L 2 » U
I Figure 16.1.
h
e @ (u, t+k)
k
@(u—nh,t) 5 e(u+t+h, 1)
TR el
|[ﬁ] |[1”2ﬁ] L k2
| | |
| l |
! { |
. . |
L
Figure 16.2.

Considérons maintenant une maille repérée en abscisse par u et en
ordonnée par t. En chaque point de cette maille, de coordonnées u = ih
(i : entier positif ou nul), t= jk (k entier positif ou nul), existe une
valeur de @ = ¢ (u, t).
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Or, I'équation précédente nous permet d’évaluer ¢ (t+ k) au point
d’abscisse u, connaissant @ (t) en u et @(u+h), ¢(u), ¢(u—~h) a
I'instant ¢

On peut ainsi écrire, de fagon plus explicite :

k
o(u t+k)=0¢(u, t)+p(<p(u+h, H—2¢(u, )+ @(u—h,t))

(Figure 16.2).

L’évolution du systeme peut étre ainsi maitrisée instant apres instant,
connaissant :

e les conditions initiales : répartition des températures le long de la
barre a l'instant initial ¢t =0;

o les effets de «bord» : températures imposées a chaque instant aux
deux extrémités de la barre.

Tout le probléme est maintenant de réaliser un choix judicieux de h et
de k. Les variables du systéme étant réduites, il parait raisonnable de

choisir A et k petits devant 'unité. Il a alors été démontré que la méthode
n’est convergente que si :

ce qui est fort génant, parce qu’'un h de 'ordre de 1072 conduit a un k
200 fois plus petit.

Application
La loi étudiée, de la forme :

dp 3¢
at  du?

est trés généralement connue par les physiciens sous le nom de loi de
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Diffusion (ou seconde loi de Fick); elle exprime la conservation du
nombre de particules; elle s’écrit :

n 9’ n

—=D —
ot ou-

dans le cas unidimensionnel :

Figure 16.3.
Remarque

Une solution avec n(o, t)=0et n(u, 0)=1 est n(u, t): =

D
e} (ﬂ— u)
21t
® =fonction d’erreur (voir le Chapitre 5).

Soit n la concentration des molécules d'un gaz dans un conduit
parallélépipédique. Si cette concentration n’est pas homogene a t=0,
elle est appelée a varier en fonction du temps; cette évolution est régie
par la loi précédente.

Considérons I’exemple suivant :

Soit un conduit rectiligne reliant deux récipients entre eux :

n, n, n;

*-———>
+
- ———c
v
S

Figure 16.4.

A t=0, la densité de molécules est homogene dans le tube et vaut n,,.
Elle est imposée égale a n, (a gauche) et a n, (a droite), quel que soit le
temps .
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Le probléme est de savoir comment va varier, a partir de t=0, la
densité n (u, t) en chaque point du conduit. Le régime permanent peut
étre connu par un raisonnement simple :

Si, au bout d’un temps infini, s’établit un régime stationnaire, c’est que
I'on a alors :

an_
at

On en déduit :

’n

ou’
La densité va varier de fagon linéaire a 'intérieur du tube de n, a n,.

Méthode de Crank-Nicholson

La méthode étudiée précédemment est qualifiée d’explicite dans la
mesure ou I’équation obtenue, permettant la résolution numérique,
fournissait la valeur de ¢ en un point en fonction des valeurs déja
connues de ¢. Le probleme pouvait ainsi étre résolu de proche en proche.

Cependant, la condition de convergence :

k
<05

impliquait d’utiliser un pas temporel trés petit si I’on voulait obtenir une
précision spatiale correcte.

Crank et Nicholson proposerent une méthode dite implicite, car elle
faisait intervenir une équation de base ne fournissant pas aussi directe-
ment la valeur de ¢ en chaque point. L’équation de base étant toujours :

6

dp 9’
at  du?

-

la méthode differe par le choix de 'expression utilisée pour
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On peut en effet décider que cette dérivée est la moyenne arithmétique
des valeurs numériques qu’elle a aux temps ¢t et t+4 k :

2

e 1
du’ 2 h?

+e(u+h t)=2¢@(u, t)+ @(u—h, t)]

[(u4h t+k)—2¢@(u, t+k)+@(u—h, t+k)

k
D’ou, pour I’équation générale (en posant toujours T=ﬁ et en ayant

toujours 8_(,_0=(p(u, = t)) :
) p X :

—T@e(u—h t+k)+2+27)p(u, t+k)—T70(u+h, t+ k)=
Te(u—h, ) +2—=27)@(u, t)+70(u+h, t)

I1 est alors commode de reconsidérer le réseau maillé défini précédem-
ment.

Prenons t=0. L’équation précédente, appliquée aux points d’abscisse
u=h, u=2h, .., u=nh—1, en appelant nh la longueur horizontale
du réseau, fournit les valeurs de ¢ au temps t=0+ k, en fonction de
celles qui existent a t=0 (qui sont connues, puisque ce sont les valeurs
initiales). Nous pouvons ainsi écrire n — 1 équations, correspondant aux
(n — 1) valeurs cherchées de ¢ sur 'axe Ou au temps ¢t = k. Ce probléme
peut alors étre résolu classiquement (syst¢me de (n—1) équations a
(n—1) inconnues, voir le Chapitre 12).

Dans une seconde étape, connaissant toutes les valeurs de ¢ a 'instant
t=k, il est possible de recommencer 'opération pour en déduire les
nouvelles valeurs de ¢ a l'instant t =k + k, =2k, et ainsi de suite.

Cette méthode, qui semble apparemment plus longue que la précé-

dente, a I'avantage de converger quelle que soit la valeur de ’r=h—k2
Cependant, la précision de la méthode est liée a ce choix de 7. Une
valeur telle que 7=quelques unités peut convenir.
En général, on choisit 7=1, car cela permet d’annuler certains
coefficients de la relation établie plus haut.
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G THEUT &ML HE
IHEUTYHOMERE DE POINT 5=

95 fomfok ; FEM FRES
S [VDMEN M 5 DL FES H
27 HIRES

48 FOR 1=1 T 93
5 e T =hi
UREET 1,198 [, 1

S sh R LR s
FECUREET B, LSS—E0 A, 1 CURSET L, e L8R, 1

HEFUR Moo= B T0 1ERaSTER zoo

95 FOR L=H T b+ 153

160 FOR 1=1 Til =3

RN I S TSR T IS RS R EeE I ST I E
130 HEXT 1

156 FIIF‘ I=1 T 23
1A ACT a=B0 10
17E MEST 1

13 HEAT L

154 FOR 1=170939

1H5 CURSET 1. 159-E0 10,1
126 HEXTI

187 PRINTH

156 HEXTH

Programme BASIC

% lHHH Rt bR
e D TP LR S T R LR
HL

e WIFES
2
A RO D=1 T S
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e T

LR L sk
T OB e B, L CUREET 1A, L 63,

SR FURE M o= 1 TO TERERTER SEn

S FOR Lle=h T B e

JI 1 I S| R T W I

(I T T R L R ST AP i e D = LA N O M 3 Ty T S N A
1280 HE=T 1

156 FiR 1=1 T @
Lebt FHOT s 1
HE ST 1

B5 HEXT 1
4 FOR I=1T093
25 CURSET L 1#9-801 0, 1
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Programme Pascal

2
r:|

T

n

-

FROCEDUR

m

BEG: IH

T“L TNE
Hai  H#CE
JB3E ,BF3:

BEGIH
EEE*H.

0T

T



=¥ SEGIHN
; =7 JE .
=i Bi{Il.=RI{I3 *
o r T T3 ST
Hii+ X3+ ifI-12
gl -~ gt
EiRg RI{Il.=BL[1I]
B1ET ERD;
BiEE FOR I:. =2 7TC
B2 BECIHN
Bz ¥ =EMT IER Iz
8= FLOT{Z2%XI,%:
Z2=2 ErD;
g2 ErD;
=¥ END

N1=140
NO =380
N2=20

pas spatial 0,01
pas temporel 10—7

EQUATION HYPERBOLIQUE

C’est une équation du type :

Il s’agit d’une équation de propagation (nous la supposons ici
normalisée).
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En utilisant la méme relation que précédemment pour exprimer
numériquement ces dérivées partielles (pas spatial = h, pas temporel =
k), nous pouvons écrire :

euth )—2¢(u, )+ o(u—ht) @(u t+k)—2¢u )+ @(u t—k)
h> - k>

ce qui devient :
e(u,t+k)y=a’e(u—h t)+2(1—a>)e(u, )+’ e(u+h, t) —@(u, t —k)
en posant :

k
aA=—
h

Cette équation peut étre représentée dans un plan paramétré en u et ¢
(voir la Figure 16.5).

Il a été démontré que I’emploi de cette méthode ne conduit a une
solution convergente que si a<Cl1.

t+k F——————— 20

v
1N

Figure 16.5.
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Il existe une seconde méthode permettant de résoudre ce genre
d’équations, en ramenant leur résolution a celle (simultanée) de deux
équations différentielles du premier ordre.

Il suffit pour cela de poser :

a
:—f=f(u, t) et —a—('—f=g(u, t)

La relation :

e e

dudt 0tdu
jointe a :

e g

du’ ot

conduit alors a :

af (u, t)__ag(u, t)

ou ot
of (u, t)_ag(u, t)
at - ou

Ce systcme d’équations différentielles peut alors se résoudre par un
procédé classique.

Revenons a la premicre méthode et tentons de 'exploiter. Il est évident
que pour commencer un calcul, il est nécessaire de connaitre la valeur de
la fonction ¢ en quatre points (valeurs initiales) pour en déduire la
cinquicme (et nouvelle) valeur de ¢.

Considérons alors la Figure 16.6. Elle pourrait correspondre a une
corde fixe a une extrémité (a droite) et excitée a gauche par un vibreur
imposant une oscillation verticale sinusoidale. Il s’agit d’un probléeme
classique dans nos classes de terminale, connu sous le nom de cordes
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vibrantes. Un résultat classique est le suivant : si la longueur de la corde
est égale a un nombre entier de demi-longueurs d’onde, alors celle-ci est
le siege d’une résonance, résultat de la superposition des ondes directes et
réfléchies. Il est alors paradoxal de constater que, dans cette situation, la
source est un neeud et 'amplitude de la vibration aux ventres est tres
grande. La seule différence entre ce probleme réel et la simulation que
nous proposons est que cette amplitude aux ventres est certainement
limitée en pratique par l’extensibilit¢ de la corde. Cependant nous
constaterons que, dans notre simulation, cette amplitude ne devient pas
non plus infinie, cela résultant du conflit entre la source et le nceud
qu’elle devrait étre!

Revenons a la Figure 16.6. Nous supposons la position des différents
points (il y en a 50) contenus dans trois matrices : B(50) a l'instant
t=—2k, A(50) a I'instant t = — k, C(50) a I'instant th; la corde est
ainsi supposée immobile pour ¢t<<0. A partir de ¢t =0, ces données nous
permettent de déduire les 50 positions des différents points, sachant que
C (0) est I’excitation sinusoidale (la source), et C (50) =0 quel que soit ¢,
puisqu’il s’agit de I'extrémité fixe de la corde.

4 Points connus + Points calculés
a l'instant =0 a l'instant (= k
1
\
introduction
de C(0)
=k 44— t
0
=0 4X4 4+ 4> ——cC 4 o oo oo o4 —A(])
0 ,0 0 0 0 0 |0
(=0—k $—4—+—4—-———- - A 4o o o 0 o —B(
PRSP (U UUBRUS (U B 01 2 3 48 49 50
I=0 1 2 3 48 49 50
Figure 16.6.
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Cela étant fait, nous pouvons passer a l'instant t=k.
Les deux positions « anciennes » dont nous avons besoin pour effectuer
les calculs sont par définition A (50) et B(50).

Or, ce sont justement les matrices C (50) et A (50) évaluées a l'instant
t=0 et t = — k. Il suffit d’effectuer le transfert des coefficients des unes
vers les autres pour pouvoir effectuer une nouvelle itération; d’ou le
programme :

1 IMFUT"PRECISION (@A<A<1 Y = “iA
2 LET H=1.32:K=A%H

3 HIRES

10 DIMACIA D : DIMBCSE : DIMCOSA S
2 FOR I=0 TO 3@:BCT d=0:HELT

20 FOR I=1 TO S58:ACT =0:HEXT

48 CCAI=SIMHC2¥PTHT 2: CO5A =0

50 FOR I=1 TO 4%

0 COT =AFA¥AT T-1 280 1-AXA XEAC T 2+AEATA
CI+10=BCT 0

7R CURSETI.10@-232%CC 1 3.1

50 MEXTI

98 FOR I=6 TO 38

129 BC I »=AC 12

114 ACT »=CC1

120 MEXTI

120 T=T+K

14@ HIRES: GOTO44

11 ne faut pas oublier, comme pour tous les problémes de ce type, qu’il
y a au départ un régime transitoire qui, suivant les conditions initiales,
peut étre tres long.
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0,5

0,01




A=0,5

N=57
K =0,01
(de M a @D : 396 itérations)
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EQUATION ELLIPTIQUE

C’est une équation de la forme :

Yo ¥ L 0

du?  ay:
connue en physique sous le nom d’équation de Poisson. Plus générale-
ment, on peut I'écrire :

0’ 9’
P y)
ou ay

En utilisant la méme relation que précédemment pour exprimer
numériquement ces dérivées partielles (nous supposons la maille carrée,
c’est-a-dire que le pas sur I'axe Ou, soit h, est égal au pas sur I'axe Oy
(voir la Figure 16.7)) :

O=¢@(ut+h y)=2¢w y)t+e(u—h—y)+@(u y+h)—2¢(u y)
+¢(u, y—h)

D’ou :

do(u, y)—@ut+h y)—@(u—h y)—@(u, y+h)—@(u, y—h)=0

Considérons par exemple une plaque rectangulaire, pour laquelle la
température des bords est imposée par un certain dispositif et sur laquelle
nous disposons un certain nombre de points de mesure équidistants.
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100° 100°  100°  100°

A
100° D x x X X D 100°
9 10 11 12
100°( X X x X ) 100°
5 6 7 8
100°D X X X X D 100°
1 2 3 4
00 00 00 0()
+—— > > ———— 44—+ >
h h h h
Figure 16.7.
Ay
ytht————————- S
e OO0
| |
T N B |
y—h | S) |
| |
| | |
| 1 } >
u—nh u u+h

Figure 16.8.
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La relation précédente impose une relation entre certains groupements
de points. On peut symboliser cela par le dessin suivant (Figure 16.8), qui
est une représentation spatiale de cette relation. A chaque point
d’abscisse u et d’ordonnée y est associée une valeur de la fonction
¢ (u, y), elle-méme reliée aux valeurs de ¢ pour les points entourant
celui qui est considéré.

Revenons a la plaque rectangulaire définie précédemment. Supposons
que tous les bords soient maintenus a la température de 100°C, sauf le
bord inférieur qui, lui, est porté a 0 °C. Intéressons-nous a la température
de chaque point intérieur (!).

i—1 i

N
1
p

&1
aj
L
p

Figure 16.9.

Considérons le point (1). La valeur de la fonction ¢ en ce point, soit
¢, est telle que :

4@, —1X(100) = 1X (¢5)— 1 X (¢,)— 1% (0)=0

1. D. Herrmann : 40 BASIC Programme, Vieweg, Wiesbaden, 1983.

G. D. Smith : Numerical Solution of Partial Differential Equations, Oxford University
Press.
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soit, en ordonnant :

40, —1X @ 4+0X @+ 0X @, —1X @+ .= 1 X (100)+1 X 0
=1X (1004 0)
Continuons; pour le point (2), nous avons :
4o, — @ — @—;—0=0
D’ou :

—1IX@Q+a4X @, —1X@,... =1 X @+...=1X(0)

On congoit donc qu’a chaque point intérieur sont associées :

e une série de coefficients;

e une température de «bord» égale a la plus proche considérée, sauf

pour les angles ((1), (4), (9), (12)), auxquels on associe la somme des
températures des bords de coins les plus proches.

Ainsi :

u, — 04100
u, —» 0
u; —» 0
u, —» 04100

us; — 100

u, —> 1004100

u,, — 1004100
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On peut ainsi écrire, en tenant compte du fait qu’a chaque point du
plan est associée une ligne de coefficients :

100 4 —1 0 0 —1 0 0 0 0 0 0 0 @,

0 —1 4 —1 0 0 —1 0 0 0 0 0 0 [N
0 0 —1 4 —1 0 0 -1 0 0 0 0 0 5
100 0 0 —1 4 -1 0 0 —1 0 0 0 0 [N
200 0 0 0 0 -1 0 0 -1 4 -1 0 0 @,
0 0 0 0 0 0 -1 0 0 -1 4 -1 0 €
0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 -1 4 -1 38
200 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 -1 4 [

Le probleme revient donc a trouver la solution de ce systéme
d’équations.

Il existe alors deux types de méthodes applicables a la résolution d’un
tel systeme :

e la méthode directe (résolution du systeme d’équations, qui peut étre
tres longue; voir le chapitre concerné);

e les méthodes itératives qui, partant d’'un ensemble de valeurs ¢, assez
quelconques, conduisent apres plusieurs passages a une convergence
éventuelle vers la solution.

Nous décrivons ici deux de ces méthodes :

Liebmann non extrapolée ou méthode de Gauss-Seidel
(méthode de relaxation)

Considérons le (n+ 1)“™ passage; nous pouvons écrire :
1n+l)._l [ (n+1)+ (n) + ("+l)+ (n)
P =1 Qi1 T @iy TP Piit+1

- 230 -



Cette équation permet d’évaluer au (n 4 1)“™ passage ¢, ;, connais-
sant :

e ¢, et ¢,y €valués au passage n précédent (points cerclés sur le
dessin);

e ¢, et ¢, ; €valués pendant ce méme passage n+1 (points
entourés d’un carré). (Voir la Figure 16.9.)

@, ; est aussi estimée a l'aide de valeurs de ¢ les plus récemment
connues.

Il a été montré que cette méthode converge.
On peut évaluer la précision a la (n 4 1)“™
résidu R, ; au point (i, j) :

itération, en calculant le

1 1
(n+ )+ ¢,(n)l ]+ (P(,n,t1)+ (P(;n,)+ —4 (Pm)

quantité qui est évidemment nulle pour /a solution.

10

v
—

Figure 16.10.
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Exemple

Considérons une fonction ¢ a deux variables, qui obéit a I’équation :

Dans un réseau rectangulaire (voir la Figure 16.10), cette fonction
prend les valeurs : 50 pour les bords gauche et droit, 100 pour le bord
supérieur, 10 pour le bord inférieur.

La matrice P (I, J) contient a chaque instant les valeurs de la fonction :

(P("+H (L J)

Q(1,J) contient les valeurs antérieures @™ (I, J). A la fin de chaque
itération, Q est remplie avec les éléments de P.

Les résultats (valeur de ¢ et des résidus) sont imprimés tous les cinq
passages.

Pour commencer le calcul, il faut donner des valeurs arbitraires initiales
aux éléments de Q. Ici, nous avons pris Q(I, J)=50, ce qui semble
raisonnable. On aurait pu également faire un calcul préalable, en
n’évaluant la fonction ¢ que pour un point sur deux (16 points a calculer
au lieu de 81).

S DIM PC1@,182:DIM BC16, 183 DIM R(19,1
@1 M=

16 FEM——m e e ———
20 REM COMDITIONS ALY LIMITES
B REM—— e m e

40 FOR 1=2 T0 10

S3 FCTLAI=10

S5 00 1. @r=10

£ HEXT

70 FOR I=01 TO 10

20 PC1,10)=100

A 001, 16 =100

9% HEAT

1e@ FOR . = @ TO 1@

116 FC@, =50



G, =50

HEXT

SRR RN RAR TR S i S e
DT D S ) L
o]
=~
el
=

It = Sy Ol DD T
B

4G FOR J=1 TO S
256 00T, =50
2e6 MEXT

278 MEST

A6 REM-——————
e EEM CALCULE

240 FOR I=1 TO 9

2EA PO = BRI PO T 0 T PO
S AP S 2 P NP T B I

A MEAT I

A7 HEXT

220 H=h+1

290 FRIMTH

AR FLE P e o e e e

410 RPEM EVALIATION ) RESIRU

AT FE Mo o o e e e

426 TA=THTIRMHDC L 22+1 2

443 JA=THTC RHDC 1 vds+1 2

453 F=FCTA-1 0 03 0+00 Ta+1, 16 2+FCTa, Ja-1 2+
Q0 TE, A -d 00 T, 3D

IEE RS=RAFCTIAL 1A
470 FRINTRES

b1 B o R
=1@ REM ITERATION
FE FEM o o
30 FOR I=1 TO =
Sd@a FOR =1 TO 3
S45 ROT, A0=PC -1,
A T o BT 3 A T A I

b1 I LA A I S AP

JHGCTHL RO T L - D0
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MEST .

HE=ST 1

IF HM=1 THEHM GOSUE 1166

IF THT A% =M% THEW GOELE 1166

FHTH einlel

FﬂF A=16
=

DU R
=
ot Lo

a1 g chs

Tt T

-,
2l

—
I

STEF ~1

RN
LY
"n
}—4

1
l_FFEIT4T THARCT:
MEXT I
LFEINT
HEXT .1
LFREIMT: LFRIMT"Fazs
LFRIMT LFREIMT : LFRET
RETLIFM

o

£ IMTORCT )31 1@

3 IR R IR

ate mumero " H
MT :

LPREIMT

Bl e e T e St S o+ BN 1 IR i B 3 O 41
[l SRl el S e e R N R

=y L B )
DI I R )

I
o)

B

fasl
RN PR S )

1=
Foy
L
£

o
. T

oI

IR

o

t

O T
e Ty

RN

LR L S A B B |
H
—

5 =3 e
[&] 5}

b

Fazzade nomera 1

d

Proroqt
DRI R T

= i
-
AU
-
-

p
i
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ST T bR ARADAR YDA AN PRl A AAR DA AR N

7 oo U e et ——
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Pt 1
Faiia sl o
e T =T f YRRt - ——
T e e = s = R N\ ) A e e o
i [
.
o e RuR: el p RN R
i P B Y A o By =
]
i + DAV SN RS KRN KRS AN ] 3 0
Do S R 1) e e o oxox oo 2 iSOT e e e e A

§ DRSETRRCCN SRR U SRS —
I L B _M"-......n..ﬁ_
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P U R

= s
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E A B i SR B
s} [x] Mox o2 o= o2 v o x2fSE S =] C
o b t b 1.
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T
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] 5] %] 8] 5} &) 5] A 5}
IE] [B] 5] 5] e i 5] 5} A
5] 5] 5 ! .1 5] & 5] 5}
5] & | ! .1 .1 @ @ 5}
&l 5] i - = .1 W1 5} 5}
5] 5] | L .1 W1 5} A
51 5} . = .1 .1 5} @
5] [5) .1 . .1 .1 .1 5] 5
5] 5] 5] .1 .1 L1 .1 k3 [} 5]
5] 4 5] 5 5} [} 5 A 5}
A le] 4] [ [e] A 5] 5 A
Pazzage numero

8] 5] H 5] 5] 5] 5} “ 5] a 5]
5] 5] 5] 5] 5] 5] 5 (5] 5 5] 5]
&) 5] E] ] % £} [} 5] @ %} 5]
5] A 5] 1 .1 .1 .1 5] 5] 5] 5]
5} 5] A L1 .1 .1 .1 5] @ 5l 5%
A 5] 5] .1 .1 .1 w1 .1 5] 5] 5]
5] 5] 5} 1 W1 W1 1 .1 [} 5] 3]
5] 5] A . .1 .1 L1 5] 5} [ 5]
A A 5} A 4 5] [} a 5l @ 2}
5] 5] [} 7 5 @ 5] 5} 5} 5l 5]
% 5] 5] 5] 4] [} 4} [} % (5} 4}
Fazzage aumero 25

5] ] a @ 5] 5] 5] @ 5} 5] 5]
(5} 5] ] 5} 5] [ 5] 5] @ a 5]
5} 5] a 5} A A @ 5] @a @ 5]
a [ ] @ @ 3l A 5} @ a 5]
5] 4 a 4] [} [} 5] 5] 4} @ 5]
a 5} @ 4 [ 5] 5] 4] a @ 5}
A A @a (5 A 5] 4} [} 5] 5] A
5] o] A 5] 5l 5] @ [} 5] 5] @
5] 5l A 5] 4} @A @ 5] @ 5] 5]
@ A @2 @ 4 % A @ @ 5l a
5 5] 5] A @ 5] a a @ 5] 5]

Fazza9e numera 4@

Remarque

Ce changement de la ligne 1120 permet d’imprimer les valeurs de :

1120 LPRETIHT TAREC THe 0 THTORCT 10168 013
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10 16
£ EE.E £ ER
9 49,9 349
9 49,9 o 42
S 43,9 4 43
Z 45,8 B 49,5
S 49,5 S 4.5
5 43,5 S 4B.5
5 45,5 S 455
£ FELE 6.6
16 16

160

-

o

0= Ty

e numEre S

B

AL Ty

T

i

0

O T T GF e O

RN

-

g nanon o ninh

16

ple} 1 1

S 7 5] .4 7
bl 2 T a1 )
56 = £ £l.6 0 SE.E
S z b 55,030 93
Sl = b S@.1 99,1
S 9 4 45.4 47.4
Sk 7 = 40,2 44,73
pala 4 2 .4 35,6
S 1 z2 zZ3.8 29,3
S 1 14 16

13
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=
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pls) 1%}
b1 = bl 5}
=i = e
Sk LTS S
e e SELE SR
g6l L4 SELT SR
S .4 47,3 qa
=i JH 44,7 SE
5a LEOEELE A
=6 B 5 B 1
S 16 18 bl

Qe numeto 48

Liebmann extrapolée ou S.0O.R. (successive over relaxation)

L’itération précédente peut aussi s’écrire :

1
+1) — +1 ( +1 ( (n)
Eny )—‘Pg.ni) f "'[(P(in—l,j) } <P.-1)1,,- ol ' 4 ‘Pi,n,')+1 4 ¢
4

ji—1

Mais le terme entre crochets est précisément ce que nous avons appelé
précédemment R; , résidu au point £ j :

1
Q=@+ Ry
Dans cette méthode, on est amené a poser :
1
P =l + ( " w) R,

1 1 1
ou (Z w) est un terme positif compris entre 2 et > en pratique.

Remarquons que la méthode précédente (Gauss-Seidel) revient a prendre
w=1.

1
En posant a=Z w, il a été montré que la valeur optimale de a est la

plus petite racine de 1’équation :
a’z?—4a+1=0
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dans laquelle :

T T
Z=c0S —+cos —
Im Im

iy, = valeur extréme (maximale) de 'indice i;

jm = valeur extréme (maximale) de I'indice j.
Exemple

Reprenons l'exercice précédent et résolvons-le avec cette nouvelle
méthode. Nous avons :

in= jm=10

L’équation du second degré précédente a deux racines 0,73 et 0,38.

1
Cette derniere sera notre coefficient Z w.

Le programme, modifié en conséquence, conduit beaucoup plus
rapidement a la solution.

5 DIM P(19.18Y:DIM Q014,165 DIM R(10.,1

07 N=0

10 RE Mo e o e oo s e ottt e et e s
200 REM CONDITIOMS ALY LIMITES
D R e oo e e e e

49 FOR I=0 TO 1@
%2 P 1.0)=102

53 C1.0¥=10

£A NEXT

70 FOR I=4 TO 18
8a P(1,10)=10a

99 CI.10=100
95 NEXT

i9a FOR J = 8 TD 18
119 P(Q, . ))=38

115 069, =39

129 MEXT

1232 FOR J=@ TO 18
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140 P10, . y=50
159 0 1@..1)=50

160 NEXT

120 B=0. 38

200 REMe = mm e e
218 REM ETAT INITIAL GUELCOMGUE
220 REM=—= o= mmm o m e
239 FOR I=1 TO 9

240 FOR J=1 TO 9

250 QC1, )=S0

260 MEXT

270 MEXT

300 REM=——-——-

210 REM CALCULS

320 REM-——==—~

330 FOR J=1 T0O 3

249 FOR I=1 TO 3

350 PCI,.J=001, IM4BRCPCI-1, )00 T+1, )0+
POT, J=1 2400 T, J413-4%0C T, 13

360 NEXT I

270 MEXT ]

380 N=h+1

290 PRINTH

400 REM=~ e e e
41@ REM EVALUATION DU RESIDIU
e
430 10=IHTCRHDC 1 349+1)

440 JA=INTCRNDC 1 3%5+1 3

450 R=PCI10-1,.)03+00 IG+1, I8 0+FC 16, Jo-1 1+
00 10, )6+1 =400 12, 13 )

460 RS=R/F( IR, )6

476 PRIMTRS

A0 REM——==—=—mmm

518 REM ITERATION

520 REM-——~—===~~

520 FOR I=1 TO &

S4p FOR J=1 TO 9

S45 RCI. 3P I-1, 0400 T+1, J04+FC T, I=1 340
(1. 041 9-4%00 T, 1)

S50 01, .J0=PCI, .00

S68 MEXT .J

578 HEXT 1
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-..

528 IF H=1 THEH GOSUE 118 k

=85 IF IMT (M-S e=H-S THEW GOSUR 1106
S92 GOTO rgn

11806 FOR J=1@ TO @ STEP -1

111 FOR I=A TO 16

11260 LPRINT TREC T4E 0 IMTORCT . 12 1@ 104
11260 MEXT I

11460 LFPREINT

1156 HEAT .

1168 LPRIMHT:LPRIHNT"Pazzage numero "iH
1165 LPRINT:LFRIMT:LFRINT : LFRIHT

117@4 EETLREM

WERSION COULELR

S DIM PC11,112:DIM GC11,110: DIM (11,1
19: H=g

10 FEM—mm e
26 REM COMDITIONS AUY LIMITES
FA REM= = m~m e e e
40 FOR I=0 TO 11

Sa PC1.B=10

55 001, 80=14

60 HEXT

70 FOR I=0 TO 11

20 PCLL 11 =100

90 001,11 =100

95 NEXT

1an FOR J = @ TO 11

114 Fi@,.1)=52

115 Q0@ .1 1=5a

120 HEXT

120 FOR =4 TO 11

140 PC11,.19=52

150 GC 11, .1 =50

160 HEXT

PR FEM= = o e
21@ FEM ETAT IMITIAL GUELCOMGUE
ZED R mom o e
230 FOR I=1 TO 16

246 FOR J=1 TO 1@
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568 00T, =50

£8 NEAT

A MEXT

220 HIRES: FAPER 2
256 POKE 26,326

1 FHP =1 T0 1@

240 FOR I=1 TO 18

350 PO =258 I-1, J0+0¢C T+, J24F0 T,
-1 R MU A o B I

260 MEXT I
3I7TE MEAT

20 M=+l

AR B o o e o o e e

410 REM EVALUATION DU EESIDU

4260 FEM— oo o e

47230 I1@=IHTCRHDC 1 10+ 2

440 Ja=THTCREHDC L 251a+1 2

450 R=PCIa-1, . Jax+00 18+, 1A +FCT@, Ja-1 o+
Q1A A+ a—-4%00 TEA, A

46l ES=RAPCIA, a5

SAH REM—————————

5168 REM ITEEATION

S REM—— e

S22 FOR I=1 7O 16

=4/ FOR J=1 T0O 14

S45 RO, d0=PO -1, 0400 T+, J0+FCT =1 040
Tod+] o=dkic T, 10
bk % I PG (P B S PO I
568 MEXT .

S57@ MEXAT I
S20 IF H=1 THEM GOSUE 1160

G695 IF IMT CHA5x=H/5 THEN GOSUE 11606
A GOTO ZaA

FORE I=a TO 11

FOR K=88 TO 2
CURSET 12+1%15+K4%6.14, 3

FOR =11 TO @ STEFP -1

Wl=CPRCT, 110087, 99-9@: WZ2=b1-THT(HW

k]
)

RN

-
!

R e R R el W | R
)—ax—--l—-!—-r—ﬂ.ﬂ
ol e = 1N}y
A iKI

[y
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113?

W=1€+THTC L1
IF k=173 AMD CWZ3.663 AMDOLCZ2S
W1
IF k=12 AMG CW2<.330 RMDCLEEA D

M W=l-1

I

nnonnon LNt R nCn

o

1)

nEA

_r

70
S

QR n

DL

114a
1145
11508
1155

E
Nl
L

o
e

1
.

L

FILL 13.1.W

MHEXT

HEXT

MEXT

CURSET 222,10,

FILL 126,218

PRIMT "PASSAGE HUMERO: "iH
RETLIFEN

Fonction

L 1MH
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UTILITAIRES

17. Tri de fichiers

18. Acces a un élément de fichier




17. TRI DE FICHIERS

Il s’agit d’'un processus important dans la manipulation de fichiers.

Soit un ensemble de N nombres dans un ordre quelconque. Supposons-
les placés dans une matrice A (N). Le but de I’algorithme est de ranger
dans l'ordre croissant (ou décroissant) cet ensemble de nombres.
Différentes méthodes existent; certaines sont beaucoup plus rapides que
d’autres; le critere de sélection est naturellement le nombre N. Si ce
nombre est grand, il faut utiliser une méthode sophistiquée et rapide; s’il
est petit, une méthode plus simple convient.

Le tri de mots est effectué de la méme manicre. En effet, pour un
ordinateur, les lettres ont un ordre, identique a l'ordre alphabétique,
défini par leur code ASCII. Ainsi :

ARBALETE <ARBRE <<FORET<ZOO

Cependant, des problemes apparaissent si minuscules et majuscules
sont mélangées. On a :

Majuscule < minuscule

Ainsi :
LWIX <Y< Z<a<b<ec...

Cela étant dit, les algorithmes restent les mémes, dans la mesure ou A (1)
est remplacé par A$ ().

L opération la plus souvent effectuée dans ce genre de problémes est
I'’échange de deux données. Certains micro-ordinateurs disposent pour
cela de I'instruction SWAP.
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On peut ranger les différentes méthodes de tri dans trois catégories
principales :

a. Tris par échange (ou par inversion)

Le principe est de comparer et d’inverser (éventuellement) deux
éléments de la liste suivant une regle fixe.
Appartiennent a cette catégorie :

— Ripple
— Bubble
— Shaker
— Quick

b. Tris par insertion
Chaque élément est inséré a la bonne place. Citons :

— Insertion directe
— Shell
— Shell-Metzner

c. Tris par sélection

On sélectionne et on classe I’élément le plus grand successivement dans
plusieurs sous-listes, en arbres. Ce sont :

— Sélection

— Heap sort

Nous verrons en détail ces différentes méthodes, en donnant des
exemples commentés. Puis nous verrons l'intérét d’avoir des listes
classées : I’acces a un élément particulier en est grandement facilité. Nous
aborderons enfin lacces plus général en donnant simplement les
algorithmes dans leurs grandes lignes. Il est en effet ici impossible de
donner des programmes sans faire appel aux propriétés particulicres du
DOS de la machine et des types (séquentiels ou a acces direct) de fichiers
qu’il peut traiter.
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Méthodes de tri
A. Tris par échange

Ripple sort |

Il s’agit de faire (N—1) passes sur I’ensemble de la matrice, en
effectuant la comparaison systématique de deux éléments consécutifs, en
inversant la place de ceux-ci s’ils ne sont pas dans 'ordre. Le nombre de
comparaisons effectuées est de I'ordre de N2 (O (N 2)).

En particulier, si A (N) est déja rangée, I’algorithme ne le «sait» pas et
effectue donc le méme nombre de comparaisons (ce qui est un
inconvénient). Cependant, I'utilisation d’un test (lignes 130, 170, 200,
210) permet d’éviter ce phénomene puisqu’il est ainsi possible de savoir
si, au cours d’une passe, il y a eu permutation a un moment quelconque.
Dans le cas contraire, c’est que le tri est terminé.

Programme




Exemple de fonctionnement

Soit a classer une matrice de 15 éléments, dans l'ordre croissant
d’abord, dans l'ordre décroissant ensuite. Le résultat obtenu est le
suivant :

ERLs
G

En remplagant (ligne 150)
réalise un tri inverse :

Attention

Les exemples sont donnés a titre indicatif, et permettent d’interpréter
la mani¢re dont le classement évolue en fonction du temps. Ils ne sont pas
significatifs de la vitesse a laquelle évolue le tri.

Commentaires

Etudions la maniére dont fonctionne le programme. Pour N donné, on
effectue N—1 comparaisons sur ’ensemble des éléments a trier. Au
premier passage, chaque élément est comparé au suivant. Il y a échange si
I'ordre n’est pas le bon. L’algorithme enrichit donc la téte de liste d’un
seul élément (le plus grand parmi les éléments non triés) a chaque
passage. On congoit donc que le nombre (maximal) de comparaisons a
effectuer est Nx(N —1).
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Cependant, étant sir que la partie triée augmente d’un élément a
chaque passage, on peut (ligne 210) réduire simultanément d’un élément

la nouvelle liste a trier.

Nous ajoutons un petit programme qui trie une liste contenant des
noms et des chiffres, une fois par ordre alphabétique, et ensuite par ordre

numérique.
Exemple
1

DURAND 33 ABEL 35
DUPONT 32 DUPONT 32
ABEL 35 — DURAND33
ISOBAR 31 ISOBAR 31
LION 41 LION 41
Programme

31
32
33
35
41

5 FEEM RIPPLE PLUSTIEURS CRITERES

IHFPLIT
It ABECH D A
FOR I=1 TO H

FREIMT

10
26
05
46

=

{

—

e e e el e el e Y ¥ X N0 & TR | ]

HEXT
THFUT
IF 0% A"

REM TEI RIFFLE
F=H
Fil=F: FORE I=1

IF Od="H["
IF Q$="E:l|

AC T+1 9=AC T 3
HEXT

IF Fi=F THEM :
GOTO 170

o

X}

E

DLt B ST R I s CR P S B SR R A R
SRR AR R N R R
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"HOMBERE M= "iH

URICM ASECT T
FEIMT "WALELR AC": T

2
ISOBAR
DUPONT
DURAND
ABEL
LION

= Ui THFLUT A%CT

o= M THRFUT AC

O F1-1
Ud=Fiie T+1 5 U= T+1 5
FHD Uge=A%C Ty THEM 160
FIbID Ls=fc T
R T+1 =g T o Ade T o=l
fie 1 a=l) Pl

"TEI A%, H., FIM CASRSED M0

AL Qs 2"EY THEW EMD

THEM 1681



206 FOR I=1 TO H
Cﬁﬁ IF O%="E" THEM PRIMT ACT 2. M®%C T G0

’1ﬁ FREIMTHSC T 0 ACT
2260 HERT
228 GOTC 24

Le parametre P1 indique s’il y a eu inversion, sinon la liste est en
ordre, le tri est terminé. Le parameétre P marque la position a partir de
laquelle les éléments sont classés.

Quand on trie une liste de chaines A$ (1) a I'aide d’un programme en
BASIC il faut prendre en considération — surtout si le nombre N est trcs
grand — le fait qu’il y a de temps en temps un ramassage de déchets
(Garbage collection) qui prend beaucoup de temps. Il vaut donc mieux
introduire un vecteur clé B (I) et ne pas inverser les variables chaines.

Voici le petit programme qui trie les indices au lieu des chaines :

S REM RIFFLE PLUSIEURS CRITERES-FCCES F
AR CLE

14 IHFUT "HOMERE k= ":H

20 DIM AECH L A s BOH D

SEFOR I=1 TO M

43 PRIMNT "HOM ASC":T:" 2 = " JHPUT A% ]
SE PREIMT "WARLEUR AC" T " = " THFUT A
Tn:BCT a=1

HEST

IMFUIT "TREI A%, A, FIM CA<BAF3 " 0%
IF Q& = "A" AMD Q"B THEM EHD
16 EEM TRI RIFFLE
F=H
Fi=F: FOR I=1 TO P-1
MR TR] D UE=AEC N =R T

TF RE="A" AMD UE=[%CEC T 99 THEM 143
IF OE="E" ARG De=AC Ty THEM 163
B T41 0=f0 T 9B T o=
AT+ o=fl T BT =) P
HEXT

IF Fi=F THEH 200

e e N R T
S AT | I RN <N Y BN I WA B AN
5 "‘\

GO o RN B R

%)
il
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GOTO 1738

FOR I=1 TO M

IF GE="E" THEM FRIWT ACT 3. ASCECT 20
Cki:lj

1 PEIMTASCE T 20 ACT S

MHE=T

GOTO 28

i) f‘x_‘ls-b P I s RN ¥
P I R I B i ]

MITAMI IO T

)
Il

Remarque

Un tri Ripple est tres efficace sur une liste déja ordonnée au départ.

Tri Shaker

On peut essayer d’améliorer le procédé du Ripple en commencant les
comparaisons une fois par la gauche et immédiatement aprés par la
droite. Le succes dudit Shaker sort n’est pourtant pas évident.

Voici le programme :

Les paramctres D et F limitent la sous-liste qui reste a trier. A noter
une petite acrobatie de BASIC (Microsoft) autorisée par la méthode de
stockage des variables D et F (valeurs initiales et finales des boucles)
d’une boucle FOR ...NEXT. 160 ... F=1 ne modifie pas la valeur finale
de la boucle en train. Vérifiez-la sur votre machine.

18 REM SHAKER RIFFPLE

20 THMPUT "HOMERE M= "M

28 0IM ACH

48 FOR I=1 T0 H

S@ ACT Dy = THTORMODC +1 k166
@ ME=T

198 REM TRI ZKAKER

1168 D=1:F=H

126 TEST=6

126 FOR I=0 TO F-1
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156 IFACT »=ACT+13 THEM 170
160 1= ACT A0 T =R T+1 3 A T+1 =1 TEST=1
F=]

1768 MEXT

180 IF TEST =0 THEM 300

185 TEST=A

196 FOR I=F TO D+l STEF -1

Z10 IFACT ve=RC I-13 THEHM 220

220 U=AC T3 FC T d=AC I-1 7 AC T-1 1=l TEST=1
[=1

230 MEXT

240 IF TEST=@ THEM 200

250 GOTO12A

200 FOR I=1 TO H

218 FRIMT ACT D,

220 MEXT

220 STOP

Tri Shaker : Exemple

Commentaire

Cette méthode de tri porte un nom qui indique bien la mani¢re dont
elle opere. Le premier passage est classique, du type Ripple. Le plus grand
élément est amené en début de liste. Le second passage est un Ripple
inverse. Partant du début de la liste, on ramene a la fin le plus petit.
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Entre-temps, la liste en question a été réduite a la partie non triée, et cela
se produira a chaque passage :

. partie triée
Premier passage —»
Ripple direct f

N

BN — arlie triée
Rimple mveree ] .
|’ v
Troisicme passage —» Uik %

nouvelle valeur de F

Ripple direct

et ainsi de suite...

On pourrait dire que F et D jouent le role de mémoires, conservant
pour la prochaine étape du tri I'indice du tableau pour lequel le dernier
échange a eu lieu.

Bubble sort (tri a bulle)

Le principe est le suivant :

e Dans la liste des N nombres, on recherche le plus petit. Celui-ci est
alors placé en téte (premier élément).

e Dans la liste des (N—1) nombres restants, a partir du second, on
recherche le plus petit. Il est placé en téte de cette nouvelle liste et
devient en fait le deuxicme élément de la liste triée.

e Dans la liste des (N —2) nombres restants, ... etc.

On congoit que les éléments remontent, dans I’ordre du tri, comme des
bulles dans un tube a essai, d’ou le nom de la méthode.

Programme
9 REM == oo P
1 REM COMSTRUCTION DE LA MATEICE
11 REM = oo =
@ IMFUT "MOMERE M= "N
20 DIM ROH
B FOR I=1 TO M
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56 ACT d=THTCRNDS L 2¥1088 5

68 MEAT

99 REM ~emeeme————

108 FEM BUEBBLE SORT

181 REM —e-eomm e

128 FOR I=1 TO M-1

1728 FOR J=I+1 TO H

142 IF ACTi=<AC.J) THEM 1e8
150 U=ACT 2:A/CT 2=A0 10 A0 Jo=L]
168 HEAT

178 MEAT 1

188 5TOF

260 FOR I=1 TO M:PRIMTACT J; :NEXT

Exemple de fonctionnement

En reprenant la matrice précédente, on réalise ce programme. On peut
constater que les éléments remontent dans 'ordre vers le haut : a la
I*me passe, les I premiers éléments sont déja rangés.

TS TR

e e e b e b et s e (T

Commentaire

Le premier élément est comparé a tous les autres (et, le cas échéant,
échangé avec ceux-ci). Le plus petit a donc obligatoirement pris sa place
a la fin du premier passage. Le second élément est ensuite comparé a tous
les autres et, par le méme procédé, remplacé par le plus petit de la liste
restante. Ce phénoméne se poursuit jusqu’au classement final.
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Premier passage 1 Q N
1=1 ] ]

J varie de 2 a N le plus
petit éléments examinés

Deuxicme passage Y e N
=2 L[] [ ]

. N ces deux
J varie de 3 a N éléments sont . N
maintenant classés €léments examinés
Troisicme passage 12 3 N
1=3 L1 ] [ ]
J varie de 4 a N ces éléments N
sont classés éléments examinés

Remarque

On pourrait se demander quelle différence existe entre un tri Ripple et
un tri Bubble. Celle-ci est subtile. Bubble compare successivement et
systématiquement chaque élément de la liste a tous les autres. Ripple fait
de méme, mais sur deux éléments consécutifs. Cela fait qu’il se constitue
a chaque passage des micro-listes triées, dans la mesure ou un élément
temporairement grand (devant ceux auxquels il a été comparé) remonte
la liste jusqu’au moment ou il en rencontre un plus grand que lui. Pour
poursuivre 'analogie hydraulique, il y a remontée des petites «bulles »;
celles-ci s’arrétent des qu’elles en ont rencontré une plus grosse.

La méthode Bubble se justifie lorsque le tri n’a pas besoin d’étre
complet; on se contente, par exemple, de ne connaitre que les trois
« premiers » d’une liste.

[ Quick sort (tri rapide)

Il s’agit d’une méthode sophistiquée, trés adaptée au traitement des
fichiers importants. Dans ce cas, le temps de tri peut étre nettement
inférieur a celui que nécessitent les autres méthodes.
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Programme

GOTO 1A

REM #¥ddiiiddd it i g e s
REM % IMITIALISATION TABLE MOMBRES X
Rgm EE ARSI OAEFIEEIEIS SRR OA LSS 2
E

A=A L ACL =R S X ACS D=y

RETURH

FEM

16 INFUT "MOMBRE MW= "N

11 HI=THTOZELMOM D

12 DIM AHCHY

12 INPUT "LOWGEUR MICRO-LISTES 4=<LF=<1

WNRUNPL OGN

A i iLP
15 INPUT "TRI FIMAL RIPFLE ~ INSERTION
(R/1Y :"; TF%

28 FOR I=1 TOH
20 ACI Y = IMTCRMDC 1341900 )
4@ NEXT
4% PRIMT "DEBUT TEI"
30 REM
%1 REM dddddsdidddiifvirddss i diess
92 REM % IMITIALISATION YARIABLES *
53 REM $ddkppsdpsfdriiiiiiisiiidis
54 RPEM
A DIM PLECL. ML Y
70 PP=A:BAS=1:HAUIT=H
g6 PYOT=a:MIL=8
26 REM
29 REM iy
108 REM ¥ CHOIX DU PIVOT #%
181 REM $¥fdsvdedddvidiyry
1682 REM
118 MIL=THTL! BAS+HALT »r2
128 IF ACBASMACMIL Y THEH U=BARS:S=MIL:G
NZUBY : I=@
128 IF ACHAUT »ACBAS » THEHM U=BAS:S=HAUT
(GOSURT : I=1
140 IF I=1 AHD ACEAS 3ATMILY THEM U=MIL
cEm=RAS:GOSUR 7
156 REM

XEEn]
i

i

~.L
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131

e
53
154

S5

166
174
126
136
gl
2109
2za

23

R

RN
| at

LAY

U

X
|l

o

T 0 S B G ol e

AN R~ B S S 1 B RS I SN L N RN a R n I N B s R 0 R IR B CR A I N
e

B a0 0 G0 0D 03 OF G D G nd PP DY [ B I [ R T

3

TR R O R ) S

0,

REM #dtiddddiiisdddiibdddiisdis

* REM % CLASSEMEMT DESZ ELEMEMTS #

FEM % AUTOUR DU PIVOT ¥
FEM 33 Efd Ry
FEM

FYWOT=ACBAS

FE=EA% : FH=HALIT+1

FEFEAT

FE=FB+1

UNTIL ACFE D :=PVOT

FEFEAT

FH=FH-1

LMTIL ACPH»=FYOT

IF FBEX=FH THEM 273

L=FE: S=FH: GOSLIE?

GOTO 12@

LU=BA%: S=PH: GOSLEY

FEM

FEM dddfd i ididiiieiyyy
FEM & ORGAMIZATION DE LA FILE %
FEM dififiidipidiiiiididioiyis
REM

EE”CPH~BHS}?(HHUT~PH? THEM 4636
IF CFH-BAZ 2=LF THEM Zén
FrR=FF+1

FLEC @, FFa=FH+1

FLEC 1. PP »=HALIT

HALT=FH~-1

GOTO116

IF CHAUT-FH»=LF THEH S@@
ERZ=FPH+1

GOTO116

FEM

IF CHAUT-FH»=LF THEH 4£6
FF=FFP+1

FLEC &, PP »=ER%

FLEC 1 . PF 3=FH~-1

1 BAS=FH+1

GOTO 116
IF (FH-BRZ=LF THEM S0
HALT=FH-1
GOTO 116
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490
421

45z

X
)

i,
)

[ { R CO <)
10 P L [N = 5y A0
KX

N3 et BN LS Wiy Eax Fue X

_f] L LR

(ol Sl e oW AW I R B L R
0L )M RO m

N R RE RN Euy Exx I X o)
R RN DN e

MM I NI M DM

R RN RN U

3 -
IR Q0 N T s RO

R R Bt T B BN e B R B Ry
S O R f g Ty

,.
i
iR R R

REM

EEM $dcdoifddddd

FEM % DEFILER *

FEM $dddseedviy

FEM

IF FP=@1 THEM 5@
BARS=PLECA,FF 2
HAUT=PLEC 1 . FF X

FR=FF-1

GOTO 116

IF TF&="1" THEH F@a&

FEM

REM fidddddddsiididiids s
FEM % TRI FIMAL RIPFLE ¥
FEM fdtdddrsssddseidydds
FEM

T=M

FEIMT"DEEUT RIFFLE"
FEFEAT

TEST=0

FOR =1 TO I-1

IFAC Ja=4AC 14+1 0 THEM &£26
bt o DA I = L I = =T B I I =T B I E s
TEST=1

HEXT

I=I-1

UHTIL TEST=A

GOTO 286

REM

FEM #dddsssedddddvieiidss s
FEM % TREI FIMAL IMSERTION %

FEM

FEIMT"DERUT IHSERTIOH"
FOR =2 TO H

ITF A e=AC -1 THEM 773
(RE =T B P B |

FEFEART

ACG+L D=ACG Y ACG =) G=G-1
LMTIL G=0 OF L=A0G 0
HEST

FOR I=1 TO M:PREIMT ACT 2 cHEXT
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Commentaires

Soit une liste de 256 éléments a trier, rangés dans A (256).

e Le programme débute ainsi :

— Définition d’une table pile PLE (1,16)
(N=256, N1=INT (3*LN (N))=16).

— Définition d’un pointeur de pile PP (=0).

— BAS et HAUT : pointeurs d’extrémité de partition a trier.
(Au départ : BAS=0 et HAUT=N=256.)

— PVOT : détermine la valeur du pivot (=0).
— MIL : pointe le milieu de la table a trier (= 128).
— N : nombre d’éléments a classer (=256).

— PB, PH : pointeurs bas et haut.

e Le tri commence ligne 110 :

T T T

BAS MIL HAUT

— A (BAS) et A(MIL) sont comparés. Le plus grand des deux est
placé en BAS; 1=0.

— A(HAUT) et A (BAS) sont comparés, le plus grand des deux est
placé en HAUT; I=1.

— A (BAS) et A (MIL) sont comparés si I =1; en effet, dans ce cas, il
n'est pas certain que A (BAS)> A (MIL).

Prenons un exemple.

e Au départ : 9 14 6 I=0
e Aprés exécution de la ligne 120 : 14 9 6 =0
e Apres exécution de la ligne 130 : 6 9 14 I=
e Apres exécution de la ligne 140 : 9 6 14
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Le principe de la suite des opérations est de trouver un pivot, élément
de la table ayant une valeur moyenne telle qu’il y ait par rapport a lui
autant d’éléments plus petits que d’éléments plus grands. Dans notre
exemple, le pivot est choisi parmi le premier, le dernier et le médian de la
liste. Il est placé en téte de liste.

On a donc :

PVOT = A (BAS)

e Tous les éléments sont classés par référence au pivot. Partant du bas
de la liste, on remonte celle-ci jusqu’a trouver un élément plus grand
que le pivot, d’indice PB. De méme, partant du haut de la liste, on
descend celle-ci jusqu’a trouver un élément plus petit que le pivot :

Plus petits Plus grands
que PVOT que PVOT

I 7 ]

L

PB PH

échange éven-
tuel entre
éléments

Si PB>PH, toute la liste est répartie. Le programme peut se
poursuivre. Sinon, les deux éléments A (PB) [plus grand que PIVOT] et
A (PH) [plus petit que PIVOT] sont interchangés. Et le méme cycle
recommence. Cela continue jusqu’au moment ou PB>PH, c’est-a-dire
quand tous les éléments plus petits que PVOT sont d’un c6té de la liste et
que tous les éléments plus grands que PVOT sont de 'autre coté. A ce
moment (ligne 270), le PVOT est placé en séparateur entre les deux
demi-listes.

Plus petits que PVOT Plus grands que PVOT
[ [pvor|
S— _/ N—— —
— —_
Ly PH L
BAS HAUT
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Apres chaque classement autour du pivot, quatre tests sont effectués.
Au premier passage, la liste concernée est la liste primitive, scindée en
deux autour du pivot.

290 = L,>L, — 400
L,<LP — 360
Donc L, L, —> mémoriser la position de L, et retrier L,.

360 * L, <LP —» 500
Sinon retrier L,.

400 * L,<LP —> 460

Sinon mémoriser L, et retrier L,.

460 * L, <LP — 500
Sinon retrier L,.

500 : Les divers tron¢onnages de la liste primitive ont conduit a une
liste de longueur inférieure a LP (4<<LP<10). On vient maintenant
récupérer les listes mises de co6té a chaque étape.

e Si la liste L, est plus longue que la liste L,, on renvoie en 400.
e Si la liste L; contient moins de LP éléments, on renvoie en 360.

e Le cas traité est donc :
longueur de L, <longueur de L,
c’est-a-dire que la demi-liste la plus courte est traitée. On a alors :

PP=PP+4+1=1

PLE (0,PP)=PLE(0,1)=PH+41
(pointe le début de L,)
PLE(1,PP)=PLE(1,1)=HAUT
(pointe la fin de L,)
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Le programme renvoie alors en 110, pour effectuer un tri sur L,
comme il avait été effectué au départ sur L, 4+ L, (choix d’un pivot dans
L,, répartitions des éléments de L, autour de ce pivot).

Cela se poursuit jusqu’au moment ou la dernié¢re répartition conduit a
des micro-listes contenant moins de LP éléments.

e En ligne 400, pour laquelle on a déja L, >1L,, la longueur de L, est
testée : si elle est inférieure a LP, il y a renvoi en 460. Sinon :

PP=PP+1=1
PLE (0, PP)=PLE (0,1)=BAS
PLE (1,PP)=PLE(1,1)=PH—1

Il y a mémorisation des coordonnées de L, et retour en 110 pour
traiter L, (choix d’un pivot dans L,, répartition des éléments de L, autour
de ce pivot).

e En ligne 460, si les micro-listes de L, sont d’une longueur inférieure a
LP, il y a sortie de ce type de tri. Sinon, on recommence en 110.

e En 500 : test de PP. Si PP =0, c’est que toutes les micro-listes ont une
longueur inférieure a LP; le tri est presque terminé. Sinon, il faut
chercher quelle est la liste de longueur supérieure a LP et effectuer un
nouveau traitement.

e En ligne 580 nous disposons maintenant d’un ensemble de listes de LP
éléments prétriées et prérangées. Un tri final Ripple ou Insertion
effectue le dernier classement. Il est tres efficace a ce moment-la.

Nous préférons pour les listes importantes selon la proposition de
D. Knuth LP=29 et un tri final Insertion. Le choix est 1égitimé par une
étude mathématique.

Prenons un exemple :
Soit la liste de vingt nombres donnée ci-aprés. Le pivot est A (1)=13.
(C’est une coincidence.) Il est donc déja placé en téte de liste et I'on n’a
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pas a effectuer ce transfert. Suivons le déroulement du programme pas a
pas :

1. * 84(>13) est échangé avec 11 (<13)

* 21 est échangé avec 2.

Le passage est terminé; 2 est maintenant échangé avec le pivot 13.
Nous avons maintenant affaire a deux listes; 'une L1, & gauche du
pivot, de longueur inférieure a 4 est estimée prétriée.

Elle ne sera plus touchée.

2. On s’occupe alors de L2, s’étendant de A(5) a A(20). Comme
précédemment, le pivot est choisi dans cette liste :

2045
A(%)=A(12)=82, A(5)=85, A(20)=89
d’ou le pivot 85, placé en téte de L2.
Alors :

3. x 88 est échangé avec 84

* Le pivot 85 est échangé avec la position pointée par PH, soit avec
17.

4. Nous avons maintenant deux nouvelles listes, que nous noterons L1 et
L2, situées de part et d’autre du pivot.
La plus longue, L1, est mémorisée, c’est-a-dire que ses indices de
début et de fin sont placés dans une pile (tableau), qui permettra au
programme par la suite de retrouver les trongons de liste non triés
pour pouvoir les traiter.

5. Le pivot est maintenant choisi dans L2, entre 89, 88 et 99. Il vaut
donc 89 et il est placé en téte de liste. 88 et 94 sont alors interchangés,
puis 89 avec 88. Nous aboutissons a deux nouvelles listes, de part et
d’autre du pivot, mais de longueurs inférieures a 4. Elles sont estimées
prétriées.
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6. La liste A (5)-A (14) est alors dépilée, le pivot est 24 (choix entre 24,
14, 84).

7. 42 est échangé avec 21, puis 17 est échangé avec 24. Nous
aboutissons a deux listes, dont I'une (L1 de A(5) a A(9)) est de
longueur inférieure a 4. Elle est abandonnée.

L2 (de A(10) a A (14)) est triée : pivot 82. Un seul échange a alors
lieu: 82< —>73.

8. Le tri Quick est fini. Un tri Ripple conclut.

14 97 = 70 73 17 11 4 97 24 59
14 37 2 70 3% 73 17 11 4 97 s
(o] FH= 0O

@ FIVOT= 13

13 4 =4 4z 14 97 = 70 73 74 77

17 4 11 4z 14 97 Z 70 73 74 97

13 4 11 4z 14 77 X1 70 73 74 77

ped 4 11 4z 14 97 21 70 73 74 77

FIN DE TRI

)

LZ est triee: S

s 4 11 13 70 3% 73 @3 17 @4 94 97 4 39

HAUT= ZO

z 4 11 13 70 3z 73

2 4 11 13 70 = 73

z 4 11 13 70 7=

FiN DE TRI

o

@

L1 est memorisee: S - 14

LI est tiriee: 14 - 2O

J: 11 14 4 It 7o o3I 73 24 =S 37 94 =m0 97 99

HAUT= 20 FB= 14 FH= 1%

-

®

z 4 11 13 17 1 70 4 97 77

= L ii 13 17 4z 14 za It 70 74 97 77

=IN DE TRI

®

La liste = S - 14 est depilee.

2 4 i1 13 24 12 4z 14 17 Z1 70 =& 7T 24 35 @3 39 74 77 77

HALUT= 14 BAZ= S FE= 12 FH= 17

@ FIVOT= 4

4 11 13 =24 1= 21 14 17 4z 70 7 27 77
2 4 11 13 17 12 21 14 24 42 70 74 97 79
FIN DE TRI
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B
LI et triee: 10 - 14
pd 4 1t 13 17 1= L 14 24 =z 70 4z 73 =4 25
HALT= 14 BAZ= 10O 7

9 N
= 4 11 13 17 1= =t 14 z4 73 70 4- gz =4 =5
FIN DE TRI

TRI TERMINE

B. Tris par insertion

Insertion directe |

@z 27 94 97 99
=2 =2y 94 97 99

Soit une liste de N éléments a trier. On inverse les éléments A (1) et
A (2), si nécessaire, et on range apres les éléments A (3), A(4), ..., A(N)
en commencant par A(3) et en comparant aux précédents. Voici le

programme :

~ T

REM TH

THFT

CTHEM 17

A
REFEAT
FIC G 1

HE
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Tri par insertion : Exemple

| Tri Shell |

Cette méthode rappelle le tri a bulles. La liste est scindée en deux
parties (a peu pres égales). Les premiers éléments sont comparés aux
derniers. Puis la liste est scindée en quatre. Méme opération, et ainsi de
suite. Le pas de travail est ainsi de plus en plus petit, ce qui conduit a une
diminution dynamique du nombre de comparaisons.

Programme




Commentaires

= t

S b




soit successivement :

I s

DR R R

1
A

ant 4 aucun chanement

*

acun chansensnt
—oquatr i eme b e
i Ll herming,

Tri Shell-Metzner

I1 débute comme le tri Shell (scindage en deux moitiés de la liste), mais
a la fin du premier passage, chaque demi-liste est triée séparément.

Programme

19 REYM TEI SZHELL METZHER
26 THPUT" MOMERE M= "iH
28 DIM ACHD
FOR I =1 T0O H
AT = THTORMD 1 D1 GEe
FRIMT ACT 2
HEXT
FEIMNT

FEM SHELL METZMER

D= TIMTOM<Z0
=1

XY

3

bk ook ped ped b s Ty Ty 0O D
EX
)
o

Iy I CO iy o I AR | I AN

oo By
it

)
e
¥
it

IF RCCH=IRCE S THEM C=8:G0T
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176 U=ACCCRCC = ACEY: ACE 1=l
120 C=C—[

128 IF C>=1 THEHW 15&
200 1= 1+1

2180 IF =<8 THEM 146
2aR D=THTOD- 2

2Ea TF =@ THEW 120

Z4R FOR I=1 TO M
250 PRIMT ACT
268 HEXT

Nous supposons, comme dans les cas précédents, que la matrice a trier
est A(15).

C. Tris par sélection

Sélection l

On cherche I'élément le plus grand dans la liste comprenant F éléments
et on le range a la téte, F=N, N—1, ..., 1.

Commentaire

Dans un premier temps, toute la liste est examinée. Le plus grand
élément, U, est amené en début de liste. Au passage, I’élément qui était a
cet emplacement est amené a l'endroit ou a eu lieu la derniere
comparaison positive. La liste est ensuite réduite d’un élément et le

cheminement du programme reprend sur cette liste raccourcie.

Programme




Exemple détaillé.
Reprenons la liste utilisée précédemment :

15 6 21 4 16 17 5 10

Au premier passage, 21 est échangé avec 10 :
15 6 10 4 16 17 5 21

Au deuxieme passage, 17 est échangé avec 5 :
15 6 10 4 16 S5 17 21
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Puis successivement :

15 6 10 4 S 16 17 21
5 6 10 4 15 16 17 21

5 6 4 10 15 16 17 21
54 6 10 15 16 17 21
4 5 6 10 15 16 17 21

Heap sort

La méthode est particulicrement bien expliquée dans le livre de
D. Knuth : Sorting and Searching (pp. 145-149).

Notre programme commenté se fonde sur l'algorithme H (pp. 146-
147). L’idée consiste a créer des sous-arbres ordonnés...

L2
4/ \5\11 6/ \7 pere—_ <
87 N 10/ 12/\13 /
/ ™~ 14
17 fils fils
16 I=1,2,..,17

ce qui veut dire :
I . I
A(INT (5))>A(I) si 1 <G<INT <5)<I<N>

...et a garder cette structure favorable en remontant les grands éléments
a la tcte.

Sous-arbre range

(412)
Gi7) (318) A(4). A(8), A(9), A(16), A(17)

Peére

fils fils ainé
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Algorithme H

Soit une liste de N éléments a trier, rangés dans A (1), ..., A(N). A la
fin on aura A (1)SA(2)<, ..., <A(N).
Le programme débute ainsi :

e définition de deux pointeurs d’extrémité :

G pointe sur la gauche de la liste,
D pointe sur la droite,

N
au départ : G=INT (5) + 1, D=N (ligne 100)
e la variable A sert de mémoire.

Le tri commence ligne 200 du programme.

Dans un premier temps, on diminue G, et ensuite, arrivé a G=1, D
jusqu’a D=1.

A ce moment-la, le tri est terminé si on range I’élément A en bas de
liste : A(1)=A.

Pendant la premiére phase (G>1), on crée des sous-arbres prétriés,
c’est-a-dire :

A (INT (%)) > A (1) (%)

si:
I
G<INT (5)<I<N

A la fin de ce premier cycle, tous les sous-arbres sont ordonnés et (*)
reste valable avec G=1. L’élément le plus grand est évidemment en téte
de liste (=A(1)).

On peut donc réduire la liste en posant A=A(D), (D=N),
A(D)=A(1), D=D—1 (ligne 210). Dans la liste restante, qui com-
prend D éléments, c’est-a-dire un élément de moins, on fait remonter en
téte le plus grand élément, qui sera ensuite placé sur A(D), (D=N—1),
aprés avoir posé A=A (D), etc.
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A la fin, on arrive a D=1 et I’élément le plus petit devient A (1).
Comment remonte-t-on les éléments?

En premiere phase, on 2 A= A (G) et ensuite A = A (D), dont il faut
trouver la bonne place dans le sous-arbre approprié en préservant le

préordre.

Dans ce but, on pose d’abord J =G (ligne 300) et ensuite (ligne 400) :

I=J et
J=2x] si A(2*))>A(2*J+1) ou
J=2+J4+1 si A2*))<A(2+#J+ 1) (ligne 500)

(A (J) devient ainsi le fils ainé du pere A (I).)

Si A> A (J) (ligne 600), on a trouvé la bonne place pour A (I'ordre est
respecté) et le programme nous renvoie ligne 200 aprés avoir posé

A (I)= A (ligne 800).
Sinon, on descend par I=1J, J=2#%J ou J=2xJ 41 etc. et on reprend

la boucle.

Prenons un exemple (N=75):
Soit la liste de cinq nombres donnée ci-apres :

97 10 1 77 55

ou !

/97\1

10
777 N5

OnaG=2, D=5 A=A(G)=10 et on échange 10 avec 77 :

/97\1

77
107 Nss

G =1, rien ne se passe, la premiére phase est terminée, l'arbre est

ordonné.
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On réduit la liste en posant :
A=55 A(5)=97, D=4
I=1,J=2
AQRR) — A(1)

et on reprend :

1=2,1=4

On a A>10=A(4), donc A — A(2).
Il en résulte :

77

55
10"
On pose A=10, A(4)=77, D=3 et 10 reste en bas :
55
Maintenant :
A=1, A(3)=55 D=2

et finalement :

A(2)=10 et A(1)=1

16 FEM HEAFZO0RT [/ AFEES D, KMUTH
28 THRFUT "HMOMERE M= ":H
26 LIM ACH
44 FOR I=1 TO H
S8 AT v= THTORMDO 1 k10660
HEST

G=IHTOHAZ20+1 0 D=H

FEM DEBUT . G GAUCHE . I DROITE

IF G»1 THEM G=G-1: A=ACGI:GOTO 206

o,
o

f 'l_'l Y e £T|
I e A )
[ N
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216

A=ACD D ACD =AY b D=l-1: TF D=1 THE

MOACL D=A: GOTO2EA

22

FEM DIMIMUER G ET AFRES [ JUSOUA

LA FIM =1

“Aa =0

2318 REM A THTORA2 0 he=RA0k . GOIMTOKA2 34K
<=l PREPARATION FOUR TRI S0USAREBRES
4040 I=1: 1=2%.1

414 IF <0 THEH @@

420 IF J=0 THEM &6

436 IF D THEM 260@

4468 FEM TPI SONSARERE

SAa IF ACIMAC I+ ) THEH J=0+1

S16 REM LYAUTRE FILS DU PERE ACT D PLLUIS
GRAMCY

faf IF Ax= ACY THEM =66

WL OO g~ Ty g
Ny — S iKl)—AxSlz—-x
R I Ry D) S

FEM COMPARATSON FLACE TROUVEET
ACT »=AC )2 GOTO 4803

FEM SQUSTRI FAS FIMI, OM EEMOMTE
AT a=fc GOTO 23R

FEM SOUSTRI TERMIMHE

FOR I=1 TO H

FRIMT ACT o

HE®T
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Exemples, tableau comparatif

Les tris Quick, Shell-Metzner et Heap sort sont particulierement
efficaces et recommandables.
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18. ACCES A UN ELEMENT DE FICHIER

Le traitement de fichiers s’effectue souvent a l'aide d’un lecteur de
disquettes, associé a son DOS (Disk Operating System). Celui-ci permet
en général de créer des fichiers a accés séquentiel (les rubriques sont
disposées les unes a la suite des autres) et des fichiers a acces direct (a
chaque rubrique est associé un numéro d’enregistrement). Nous enten-
dons par rubrique un ensemble de données ayant un point commun. Pour
un annuaire, par exemple, une rubrique contient : nom, prénom, adresse,
numéro de téléphone. Si le fichier est important, la recherche d’une
rubrique peut se faire :

e séquentiellement, pour un fichier a acces séquentiel : il faut lire dans
I’ordre toutes les fiches jusqu’au moment ou I'on trouve celle que 'on
cherche. Une telle méthode est tres pénalisante en temps si le fichier
est tres important;

e directement, pour un fichier a acces direct, si I'on connait le numéro de
la rubrique cherchée, ce qui n’est pas le cas en général, car a priori rien
n’associe le nom « DUPONT » a la rubrique n° 15!

Nous proposons deux méthodes permettant donc d’aboutir & un tel
résultat.

ACCES PAR CLE

On constitue en mémoire centrale une table d’index. Celle-ci est une
matrice de chaines; I'indice de chaque variable est justement le numéro
de rubrique du fichier a acces direct sur disquette.
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A$(1)=«DUPONT»
A$(2)=«DURAND »
A$(3)=«DURANT»

A$ (N) =« ZORGON »

Pour un fichier figé, une telle matrice est définitive. La recherche du
numéro de rubrique est alors aisée :

THFUT " HOF CHERCHE=7" ; A%

FrR =1 T H

IF Fisbe L) vspis THEM Fisl

HE:T L

FRIMTULE HUMERD CHERCHE EST M

Il suffit maintenant d’aller chercher sur la disquette la rubrique M pour
pouvoir I'exploiter.

Le traitement d'un fichier dynamique est plus délicat; il faut pouvoir
faire des suppressions et des rajouts.

e Pour un ajout, il faut transférer le fichier en mémoire centrale, le
compléter avec la nouvelle rubrique puis le trier, on peut alors créer la
nouvelle table d’index.

e Pour un retrait, 'opération est plus simple, puisqu’il suffit alors de
décaler vers le haut I'ensemble des rubriques suivant celle qui a été
supprimée. La table d’index est alors construite.

HASH-CODING

La difficulté, comme nous I’avons vu précédemment, est en général
d’associer le numéro de rubrique a la clé, c’est-a-dire la chaine de
caracteres correspondante.
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On peut donc associer a chaque clé un numéro (qui sera celui de la
rubrique concernée), déduit des propriétés de la clé elle-méme. On
pourrait ainsi faire correspondre a chaque mot un nombre qui serait, par
exemple, la somme des positions de chacune de ses lettres dans
I’alphabet :

D— 4 D 4
U — 21 U 21
R — 18 P 16
A— 1 @) 15
N — 14 N 14
D— 4 T 20

62 90

Rubrique 90 : DUPONT Jacques, ...
Rubrique 62 : DURAND Paul, ...

Deux problémes surgissent alors :

e Il faut prévoir que le nombre N trouvé dans ces conditions puisse ¢tre
compris entre 1 et le nombre maximal K de rubriques du fichier; on
est d’ailleurs obligé de surdimensionner celui-ci, puisqu’il n’y a aucune
chance que, a K mots, correspondent K nombres tous différents et
compris entre 1 et K!

e En outre, et c’est une conséquence, il n’est pas impossible (il est mé¢me
tres probable si le fichier est important) qu’a deux clés différentes
corresponde le méme code. On dit alors qu’il y a collision. Ce risque
est d’autant plus réduit que le nombre de rubriques du fichier est plus
grand que le nombre réel de rubriques. Cependant, une telle
éventualité n’est jamais a écarter.

La méthode de gestion des collisions peut alors Ctre la suivante : on
associe a chaque clé, dans le fichier, un numéro. Celui-ci sera égal a zéro
s’il n’y a pas de collision, ou bien au numéro de rubrique de la clé portant
le méme code.
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Exemple

On recherche Dupont Jacques, sachant que le fichier contient en sus
Dupont Paul et Dupont Pierre. Le code n’est calculé que sur le nom, soit
par exemple 90.

code ——— 90 211 Dupont Pierre

ce n’est pas Dupont Jacques

211 228 Dupont Paul
/n‘est pas Dupont Jacques
228 0 Dupont Jacques

Ainsi, pour un fichier de 200 rubriques, on peut affecter 250 places, les
indices 201 a 250 correspondant alors au fichier des collisions. On se
reportera a la référence citée précédemment pour plus de détails.
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A

Accés a un élément de fichier, 283
Acces par clé, 283

Algorithme de Cooley-Tukey, 167
Algorithme de Routh, 111

Approximation en moyenne, meilleure,

137
Archimeéde, la loi d’, 28

B

Boucle a verrouillage de phase, 109
Bubble sort, 258

C

Chalnage de programmes, 65
Charge d’un condensateur, 29
Circuit RC, 19, 29

Corrélation, coefficient de, 46, 47

D

Déphaseur RC, 103

Dérivée numérique, 62, 63
Déterminant, 94

Développement asymptotique, 55
Diagramme de Bode, 12

E

Equation
linéaire, systeme d’, 94, 185
non linéaire, 88, 179
Equation différentielle
de Liénard, 181
linéaire du premier ordre, 19
systéme homogéne, 185
linéaire d’ordre n, 117
systéme du premier ordre, 195

INDEX

du second ordre, 179

aux dérivées partielles, 198

paraboliques-hyprboliques-elliptiques,
198, 208, 226

Erreur locale 184

F

Filtrage, 12, 26, 29
Filtres passe bas, passe haut, passe bande,

12

Fonction

de Bessel, premiere, seconde espéce, 52,
55, 62

erreur, 56, 57

gamma, 55, 58

de transfert, 12

de Spline, 154

Formule

de Cramer, 102
de Newton, 89
de Runge-Kutta, 184

Fourier,

transformée de, 164
série de, 164

Fréquence de coupure, 104, 126
Fraction continue, 57

H

Hash-coding, 284
Haute résolution, 9
Heap sort, 276

Horner, schéma de, 121

I

Intégration, 22, 71

Interpolation, 153, 164

L

Lignes équipotentielles, 33
Lissage, 154
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M

Matrice

complémentaire, inverse, de Hilbert,
94, 105

triagonale, 139

creuse, 140

Méthode

M
M

N

de Bairstow, 117, 122

de Crank-Nicholson, 203

de Fadeev, 96

de Fehlberg, 185

de Gauss-Seidel, 149, 230

de Liebmann, SOR, 230, 239

de Newton, 121

de Romberg, 73

du trapéze, 22, 73

de Van de Vel-King, 89

odule, 13

ouvement ponctuel newtonien, 37
solution exacte, approchée, 38, 40

Nombres complexes, 169

(0]

Ordre de la méthode, 63
Orthonormalisation, 132, 133

P

Papillon, 168

Passe bas, haut, bande, 12
Pendule pesant, 71

Phase, 13

Polynsine de phase, 166
Poisson, équation de, 226
Polyndme caractéristique, 94
Pont

de Wien, 180

de Wheastone, 130
Procédé d’orthonormalisation
Schmidt, 131

Q
Quick sort, 260

R

Racines (complexes), 117
Régles de I’Hopital, 62
Régression linéaire, 46
Résidu, 231

Ripple sort, 252

S

Schéma de Horner, 119

Série de Fourier, 164
Shell-Metzner, tri de, 273
Signal modulé en fréquence, 52
SOR, méthode de, 230, 239
Spectre, 164, 175

Stabilité d’un polynéme, 109

T

Trace, 95

Traitement de fichier, 283
Transmittance, 12
Transformée de Fourier, 164
Tri, 250

\
Vibration d’une corde, 208

V/

Zéro d’un polyndéme, 117
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Cet ouvrage propose une collection
d’algorithmes numériques, destinés a étre
employés sur micro-ordinateur dans le

but de résoudre nombre de probléemes
scientifiques (mathématiques, physique,
électronique). Les programmes de ce livre
sont écrits en BASIC Microsoft et ne font
appel a aucune propriété particuliere d'une
machine.
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